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•lit    I.KS 


FONCTIONS  AUTOMORPIIES 


INTRODUCTION  ET  HISTORIQUE. 


1.  Gf  volume  conlicnt,  avec  t|iielques  clianyenieiils,  une  i)ailie(le-> 
matières  que  j"ai  iraitées  cette  année  au  Collège  de  France,  dans  le 
cours  de  la  fondât  ion  Peccot. 

Mon  objet  a  élé  de  présenter  sdus  un  même  point  de  \ue  le^ 
propriétè>  de  plusieurs  sortes  de  fonctions  automorphes,  dont  plu- 
sieurs ont  déjà  été  étudiées,  à  la  suite  de  Poincaré  et  de  M.  Picard, 
|)ai-  dliréients  auteurs. 

J  ai,  en  conséquence,  insisté  surtout  sur  les  |)ropriélés  commune- 
à  toutes  ces  fonctions.  Par  suite,  on  ne  trouvera  pas  dans  ce  qui  suit 
un  exposé  complet  de  la  théorie  des  fonctions  de  Poincaré  (fucli- 
siennes)  :  les  théorèmes  sur  l'expression  des  coordonnées  des  points 
d'une  courhe  alo«;brique  quelconque,  et  sur  l'intégration  des  équa- 
tions dillereiilielles  linéaires  à  coefficients  algébriques  età  points  sin- 
guliers réguliers  au  moyen  des  fonctions  de  Poincaré,  fonctions 
automorphes  et  fonctions  Z,  nous  auraient  entraînés  beaucoup  trop 
loin,  et  oiU  été  laissés  de  coté  ;  on  ignore  d'ailleurs  encore  s"iU 
peuvent  se  généraliser  pour  les  fonctions  de  plus  d'une  variable.  Le> 
tonctions  nommées  kleinéennes  par  Poincaré  ne  sont  pas  étudiées 
ici. 

Même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une  variable,  je  n'ai  pu  abordei 
la  démonstration  de  toutes  les  propriétés  connues,  comme  on  le  verr.. 
parla  suite  de  cette  Jiitroduclion. 

"1.    La  matière  du  volume  est  rép.irlie  eatie  cinq  Chapitres. 
Dinsle    premier  sont  étudiées  d'une   façon  i;énérale  les  propiié-iés 


V  INI  imiil  I  I  li'N    II    lll'^ToUH.ll  K. 

<le>  l"om•li(•Il■^  .iiil.)iiii)r|»lii  s  (  oij-ospuiulinit  i'i  tcil.iijis  -iiiiijt<">  i  I  i. 
salislaisiiiil  ii  iciiiiim-s  li\  puilM-ses  (  H  i  <riiii  iMiiMlt'-i»-  assez  fçéiu-iiil. 
•  inmifi  <■<■-.  ;iii  «  oiiiiih'IHTiihiiI  du  (  .li:i|ii  ti  c. 

l   II    lr.i\ail  analn^iic  a   d.j.i   .l.-   I.iil   pir  M.   l'iiliiiii   '  '  >.    I.<'-    l'.\|'" 
ili(-scs(ll)  .lillV-n'iil    «le  (.'II.'.   (Ir   M.   I  iiMiii     eu    .rci:    M.   Kiil.ini 
.idiiifl  iiuc  son  i:roii|)c  |i()~>fdi    un    «nlaiii  invariaiil  dill<r<iili(d.  doiil 
rilUrj;i-.»l<'  0>l  (K'slincc   ;i    juiirr   daii^   -«a    iIm-oih'   !<•   iik-mic  i«")I<'   i|ih'   Il 
dislaïur  iiitii  ciK  lidifiinr* 


/' 


t{.r'  -A-  dr^ 


<lans  la  tlnMuic  des  i;i()ii|m«.  le  i'oiiuai('-  ;  Itn  Ii  v|m.I  lir-^rN  (  ||  i  adiiifl- 
Icnl  sciilciiKMil  iVxisIcncc  <\r-<  m u /fi/}/ici/i-s  ryc/n/ws.  doiil  le 
pannnrlrt'.  invarianl  par  [V  i,  jour,  sans  (jnil  \  ait  hcs.iiii  d  air  iinr 
inl<'^r;ili<Mi.  Ir  n'.lc  il.-  <(ilc  inriilc  ilislancc:  <m  \\t'  ^c  |hi'mm(ii|(<' 
auciinciiKMU  de  savoir  s'il  existe  un  iii\ari;mt  dilliTcnliel  coirc.s|ion- 
danl.  à  «e  paramètre.  Aj()llll•n■^  (pic  ce-  iiin ttiplicltrs  <)rfn/(/('s 
paraissent,  an  iintin^  ilans  les  cas  di'-ji'i  rencontre^,  plus  lacilc^  à  iipcr- 
icvoir  (pie  le»  iinaiianl»  dillVrcnl  lels. 

Dan»  ce  jiK-ine  (>liapitic  »c  tioiiNcnl  ('^alemeiil  (pi(d(pics  i  ni  ici  lion» 
>,nr  les  coiniilical  ittn»  ipii  sc  prc'sciitiMil  d(''»  (pion  \ciil  »!titir  du 
ilniitniiK'  ininii/xil  d.'lin  i  d  m»  lc>  li\  put  li.'>c»  i  II  >.  Deux  li  vpdtli.'scs. 
lelalives  à  les  pi(.pii('li's  nmins  essenlielles  des  i;i()upes  (  1"  ),  sitnl 
ene(ne  l'aile»  ,ni\  p  ir.i^raplie»  '>;)  et  '^'i  de  ee  CJia|>ilre. 

\\.  Le»  ti.tis  (  ■.liapiti(^>  siii\anls  sont  eonsaert's  priiieipaleinenl  à 
iippliipier  le»  t;(''n(''ialil(-s  du  prein ier  à  dillV-rents  i;i'(mpes  e|  jonctions. 

I,,.  (  .liiipitre  II  ;i  pour  idijel  le»  s:  l'iii  fh's  liiuutins  (pii.  dan»  le 
cas  d'une  »enle  \;nr,dtlc,  se  conroiideiit  avec  le»  ;;idiipe»  de  P(Hiic;ire 
à  cer«de  principal  (  riicli»ieiis  i.  el  (pu.  daii»  le  ci»  de  deux:  \  anal  de», 
ont  •'■lé  dt'convci  t»  par  M.  l 'icarf!  (  i;i'oiipe-.  Ii  \  |ieil  iieli  sien»  i  et.  dan» 
le  cas  de  plu»  de  deux  --.n  iddes.  ont  .■•t(-  (■•liidi«''s  daliord  par  \l .  l'iiltmi . 
Le  point  d(Mle|»arl.  du  .1  M.  Picard,  est  la  coiisiiU-rat  ion  d  lierniil  iens 
.1  //  -  I  vai-ial»lesi  Ni  l'on  \eiil  desi^ioiipes  liiK-aiiv^»  Iraelionnaires  à 
//    \;ii  iaiiles  I  dec(iiiipo»,dde»  en    //    lionne»  à    cotdlicicnt  »  diiii    iiK-ine 


(  ')  l'iiil.M,  Aiiituli  tli  Matciniilica,  1  »rn.;.  t.  \I.  \\)<y.i.  p.  i.xr.  l.  Xil.  njoli.  |>.  'S\-\ 
I.  \IV,  i<i'-8.  I».  .'M  ('es  Mi-moiic»  rrnfcrmrni  <los  indications  iiil)liograplii(|iics  .i 
c  'Psnller. 


INTIlODl'CTKtV    i:i'    Ill>-II)IUOt  i:.  J 

si_i;ne  el  une  nonne  à  oocllicieni  de  liiniie  siyiie.  (Jn  «léinonlre  i|ue 
les  ij;f()upes  salisfonl  aux  ll^  potlièsrs  (  Il  ),  et  (|ue  Ic'inèine  niodf  'le 
(•\lciil  ap|)liqiié  à  d'iiiilres  lieiniilicns  de  discriiniiiJiiil  non  nul  condiiil 
;i  des  groupes  qui  ne  salisfonl  pas  à  ces  liypotliè.ses.  cr  qui,  du  resle, 
ne  signifie  pas  que  leur  élude  devienne  impossible.  Le  paragraphe  1 1 
est  consacré  à  un  théorème  cpie  M.  J^uhini  énonce  d'une  manière 
plus  générale;  la  démonstration  qu'où  v  lrou\  era  est  celle  de  M.  |-  uhin  i 
lendue  plus  particulière  ;  il  ne  m'a  pas  semblé  quau  p  lint  de  \  uc 
;i(l()pté  ici,  la  démonstration  puisse,  sans  longueurs  excessives,  être 
jU'ésentée  d'une  manière  générale.  Le  (Chapitre  se  termine  par  I  in- 
dication de  l'invariant  dillerenliel  de  AL  Tuhini,  fpii  est  une  forme 
rpiadraticjue  de  diflerentielles,  délinie  positive  dans  le  domaine  prin- 
cipal. On  eu  déduit  l'existence  d'invariants  intégraux  de  tous  les 
ordres,  de  i  à-:>  /?,  au  moven  d  un  théorème  qu'on  piMii  énoncer: 
'<  Si  un  groupe  admet  un  invariant  dillerenliel,  conslitu*'--  par  une 
forme  quadratique  définie  positive  de  diOerentielles,  il  admet  égale- 
ment des  invariants  intégraux  réels  de  tous  les  ordres.  » 

i.  Le  Chapitre  111  est  consacré  à  des  groupes  quadratiipies  (sa.if 
pour  une  variable,  où  l'on  relrou\e  les  groupes  de  Poincaré  ),  prove- 
nant de  la  considération  de  formes  fjuadratif[ues  à  /?  -f-  2  variables 
(pour avoir  un  groupe  à  /;  \ariables  t,  décomposables  en  n  cari'és 
d'un  même  signe  et  deux  de  l'autre  signe.  Pour  /«  =  i .  eest  à  ce  point 
•  le  vue  que  Poincaré  s'était  placé  pour  étudier  ses  groupes.  Pour 
n=:2,  on  obtieni  les  groupes  hyperahéliens  de  .M.  Picard.  Pour 
//.  =r,),  les  groupes  obtenus  ont  été  étudiés  dans  vni  Thèse  de 
doctorat.  Comme  pour  les  groupes  linéaires,  on  établit  que  les  hvpo- 
tlièses  (\\)  sont  satisfaites  par  ces  gioupes  et  quaucune  autre  fornu' 
cpiadratique,  de  discriminant  non  nul,  ne  contiuil  par  le  même  mode 
de  calcid  à  des  groupes  satisfaisant  à  ces  lu  pulhèscs.  Le  ihéoiènie 
correspondant  à  celui  du  paragraphe  II  du  C';a|)itie  11  est  démontré 
ensuile,  et  l'on  termine  par  l'indication  de  formes  <juadrali(pies 
invariantes  de  dillerentielles,  définies  positives  dans  le  domaine  prin- 
cipal, d'où  résulte  encore  l'existence  dinvarianls  intégraux  ré(  Is  de 
tous  les  ordres. 

o.  Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  un  moven  d  Obtenir  de  jioiiveaux 
groupes  satisfaisant    aux  hvpt>lh(ses    1  II  >    à    l'aide  d«'    iiroupes   <l<"jà 


I  l\  riinlU  CTIO.N    KT    lllsT<)l«t(.tl°|-.. 

loiiiiii-.  Les  ^iDdjK'x  li\  iKiiilM-licns  (le  M.  Pic;iril,  (lt-|;i  rciicoiilro  ;iii 
(  !li.i|)ilrc  pi'c'Cf'-ilriit.  M'  ici  l'on  \  (Mil  ici  d  ii  ne  ;iiilro  iiianiric.  Los  tiM\.iii\ 
«le  M.  I  iiiiiiii  iciilcniKiil  iiiif  [liiiiic  ;iii;il(i^iif.  ;i|i|il  ii|ii('<'  ;i  «U's  c;i> 
un     |>in    |(lns  \f-\  i  cim  I». 

().  I  .(■  (Icirnt'i  (  .li,i|»it  II-  est  cons  hit  limt  |i  ni  icnl  n  tciih'ii  l  ;i  u  \  l<>n<  - 
lioii>  «le  l'oiiiiMif.  (  )ii  \  <'\;iimnc  ce  «jnc  Innntiit  les  l'ésiilluls  ac(|(iis 
«laiis  les  Cili.ipili(-<  |iri«i(lciil^  :  le  |)<iint  'le  \  nr  ;i<l(»|»lé  es|  celm  de 
M.  Picaiil,  ;i\  !•«  (IcN  jiciniilicn^  lllllall<■^  :  il  condiiil  à  des  ealciils 
Irrs  siin|>les.  Onapinlc  (|ii(|i|  ne-  i(''>nllals  exîi^eanl  des  di  nu  m-i  la- 
lioiis  iiOMvelles.  \iiisi  (Ui  niilii|nf  le-  rappinls  «nlic  la  tlit'-inic  dr  ce-» 
i^iMMipes  <'l  la  j^éoiinHiic  planr  de  Lcdialcln'lxk  i .  <  >n  dénKinlri-  <|nf. 
SI  If  jinl )■  aune  I o'id (I meittdl  d  ww  \v\  yiininc  a  nn  iininlirr  lini  de 
côlés,  les  tondions  correspoiulanles  sont  \\vv^  den\  à  d<n\  |iar  des 
relations  algébriques,  résultai  |)ln>  ((Mniilfi  (|nr  (  tdiii  dt-  la  lli('iMi«' 
•générale.  On  forme  une  é(|iialion  dillt  renliidlc  lin(''air<'  dn  x-toml 
ordre  à  <  indlicicnl-»  ali;(I)ri(|nc->  <[ni  s  inlri;i'«'  an  niovcn  dv!:^  Icnictions 
{\v  Poincaii'  d  nn  uri>n|)('  donin  . 

/  .  San  I  daii>  ce  deiiiMM'  (  -Im|m  I  ic.  I  iii  -c  |  i(mi\  c  la  t  (  Mina  t  uni  ((  nn- 
j)l«'le  du  polygone  foudaineiital  i\\\  jL^ionpr  ai-illun('-tic|ne  de  l'oinc  ir»'-. 
ancnii  groupe  d'oii^ine  |)articnli«  re  ii*e>l  étudié  svslt'nialicpit'incnl 
d.iiiN  (T  \(duiii('  :  ini  V  \eria  seiilenient  riiidicali<ni  i\r  la  discdiili 
luiilt'  des  i;ronpc>  d  oii::iiic  an  t  Iiiik'-I  npie  (  i:innp(->  liinMiif-  cl  (pi,i- 
dialnpioi.  1^1  ponriaiil  ces  i;i(in|)r->  pail  icnl  ici-  (  ml  vu  niic  i;iMiidc 
iiiipoi  lance  punr  I  ('dilical  ion  de  la  llnoiic.  Mai-  {c  ne  ne  pouvais 
songer  à  laire  eiilr<r  dans  imni  cadre  le>  e\pl  ical  nui-  a-sc/  l(ni:^nes 
•  |ne  ni''ee--.ile,  iiola  III  liiciit .  la  nii'lliode  de  i'<'d  ncl  K  m  conl  i  n  nel  le.  duni 
le  pi  un  ipe  e-l   dn  à   I  Iciinile. 

■le  n  ai  pa-  non  pin-  I  iil  li;L;iitcr  dan-  ce  vidninc  la  inaliére  de  (pitd- 
ipie-  Iceon^,  on  |  ai  claldi .  pon  r  les  ^i  ,in|ie«.  Iine.nic-  a  den\  \  an  aide-  . 
de>  |tiopne|és  j^i'iicral  i-aiil  ((Ile-  dennnil  ii  c-  an  (  .liaitil  re  \  itoiii-  lc> 
lonclioiis  de  l'oincarc  :  e\i-lence  de  nlaliiui-  a  l:;(  liinpics  cnlrc  li'ois 
lonclnni-  ipu  Ici  pinpie-  d  nn  iiicnipe  dmil  le  pcd\('ili-e  linidainenlal  lia 
(jn'nii  iioinlnc  liiii  de  la(  c-,  el  don!  le-  ri)iicii(ni-  oui  I  li  \  pci -plnTc 
priiK  ipalc  ('(nniiic  conpnre.  (  ,e  -eia,  a\c(  de-  pi .  ipo-il  nni- analoi;ii(  s 
Concciiiaiil  le-  ;^i(>n|ie-  li  \  peia  I  xd  icn- .  I  Olipl  d  nn  pid(liaiii  .Mé- 
moire, lin.  peiil-clie.  d  nn  \(dnine  .inaloi:iic  à  C(dni-ci. 


IM  lidKl  CTION     |;T    IIISTOIUMI  K. 


S.  Comme  il  ii  ainail  |);is  ('•ti- cominod»'  de  rciivoyc)',  an  eoiirs  de  ce 
volume,  niix  démonstralions  di;  forme  moins  j^éiiérale  d'où  celles  qui 
suivront  sonl  souvent  tirées,  celle  omission  doit  èlre  léparée  i(;i. 

Le  fondement  de  la  théorie  a  élé  posé  par  Poincaré,  à  propos  des 
fondions  d'une  \aiial)le  (').  Ces  fonctions  ont  été  depuis  l'objet  de 
travaux  extrêmement  nombreux.  MM.  Fricke  et  Klein  (-)  ont  com- 
posé un  Ir.iité  sur  ce  seul  sujet.  M.  Picard  (•')  a,  pouf  la  première  fois. 
r(''si)iu  un  problème,  concernant  léipiatiou  au  \  déiivées  partielles 

^2  a        d"-  a 

dx-         Oy- 

(|ui  peut  servir  à  démontrer  l'intégrabilité  des  équations  dilféren- 
tielles  b'néaires  à  coefficients  algébriques  et  à  points  singniiers  régu- 
liers au  moyeu  des  fonctions  de  l*oincaré  (y  compris  les  fonctions  Z). 
Poincaré  avait  i-altaclié  sa  théorie  à  la  considéralion  de  formes  ter- 
naires indéfinies;  M.  Pieaid  (')  la  relia  également  à  la  considéralion 
d'Iiermitiens  binaires  indéfinis.  (Citons  encore  les  Ir.jvaux  de 
M.  Stoun"  (■^)  et  ceux  de  M.  Got  ('')  sur  les  groupes  d'origine  aritli- 
mél'iquc. 

9.  Par  Li  considération  d  liermitiens  ternaires  indcMinis,  M.  Pi- 
card i  M  obtint  le  premier  exenijde  de  (onctions  auldiiioi  plies  de  deux 
variables,  qu'il  nomma  hyp  eij uchaicnues.  Bien  des  points  de  la 
présente  théorie  générale  a|)paraisseiit  là  pour  la  jiremière  fois  :  [)ar 
exemple,  I  intérêt  (|u'il  va,  [loiir  la  siiiij)lieil('' des  raisonnements,  âne 


(')  PoiNCAïuc.  (Muxres,  l.  II. 

(  -  )  FniiiKK  cl  Klein,  Vovlesungen  iiber  die  Tlieorie  der  (iiilo/uoif//te/i  Func- 
tioiien.  On  y  liouvcra  fies  iudicalions  nombreuses  sur  les  lijivaux  (le  l'école  alle- 
mande. 

(  '  )  Cf.  l'icAi'.D,  Bulletin  des  Sciences  niatliémaliques,  :'.'  série,  t.  X\IV,  1900.  p.  iyt>. 
où  Van  trouvera  des  renvois  aux  IraNaux  antérieurs  du  mente  auteur.  En  outre, 
l*oiNCAiîi':,  Œ!uK'res,  t.  II,  p.  .')i2. 

(')  PiCAUU,  A/inales  scienti/lf/ues  de  l'L'role  Normale  supérieure,  3'  série,  t.  I,  iSS',, 
p.  9;  American  journal  of  matliematics,  vol.  XI,  18S9;  p.  187. 

(^)  X.  STOuir,  Ann.  scient.  Éc.  Norm.  sup.,  3'  série,  t.  X,  iSyS,  p.  J9.J:  Anna/es 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  J'oulouse.  t.  V'III,  1891. 

(^)  Tu.  Got,  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  ?>'  série,  t.  \',  1913. 
p.  I. 

(")  riCARi),  Acta  matlieniatica,  t.  I.  iSf^>,  p.  .>97;  l.  II,  i883,  p.  1 1 '1  ;  1.  \.  i8s'|. 
p.  \i\. 


<'  IS  I  Koltt  I   I  (ON     II     lll^ltiKlul  I  . 

|».is  sdiiir  «I  lin  (•(•i(;iiii  iloiiiainc  foiulammliil  t  mi  itrimipul  >  :  Irs 
|tiiiln-ulaiit('«.  rrliilivrs  aux  foiu-lions  H  (|iii.  |iiiiii'  |»liiNirui..  \.nialil«-s. 
lie  <l.)ivfiil  |ias  avoir  il  inllnis  daii'N  ce  ilmiiaiiK- ;  le  (iK-orrinc  il"a|ni'- 
lc(|iii|  Cl".  Iitiii  limis  H  Ml-  «-oui  pi»  i(lfiil  ujiiciiifiii  iiiillcv.  |,,-s  (liiiioii-- 
IimIu»ii>  ilf  M.  l'uaril  visciil  >iiiI(miI  (!♦'«.  ^rotipcs  ohlciiii»  |mi  \<»i( 
tiilliim-li  |iii  .  .1  |iai-|ii-  (l'li«MiiiilicMi->  <l(iii(  le>  ((jeriicieiils  >jml  il«> 
riiiii-i->  «II-  crrriiii»  coiji»  (|iia(lr.ili(|iir»  iiiia^inairfs.  Ces  j^roiipes 
liireiil  (i'aillciirs.  ilan»  un  ra-..  r.illacliés  |)ai-  lui  à  la  ti  aiist'uriiial  ion 
»Ion  ioiicliitns  alx-lii-nncN  «le  irois  xariahics.  l'Iii»  lanl  ^^'i,  il  chnli.i 
.iiissi  (les  ^roiipp»  liiit-ain^N  |n'<»v('nanl  <!(•  la  cnnsidiM-alinn  ilc.v  inli'- 
^iMlf>  li\  |Mi  i;.'(iiii(lrii|in's  il  (Iriix  N.irialiics.  A  Sa  suite,  les  ^r.iii|ii'- 
limaiics  a  (Jeii\  \ari.il)l(s  (uiciiL  t'iicorc  «•liidiés  jiai-  M.  \le/ai>\^-). 
l'.iiliii.  1rs  liiiu'lioiis  lie  //  NHliahlcs  à  <;r.iu|)cs  linéaiir»  nul  lail  lohjfl 
c|<'>  lia\.iii  \     (  ilfs  (II-    \| .    r  nliiiii. 

<  iiJM'ialisanl  cii^iiitc  le,  |)r(i|>ic  |i()iiil  dr  vue  de  roiiUMic, 
\l.  l 'ira ni  (  '  i  olil  mt.  par  la  considc-ial  ion  de  lornies  i|iiadi'ali(}ucs  (ina- 
lernaiio.  un  iiiixiiiiic  cxcinide  tic  foni  lions  auloniorplio  de  deux 
\aiialdc>,  celles  ipi  il  a  noininées  /ly/ieitt/irlii'/nit'sAiWes  se  rallaclicnl 
.iiisM  a  lu  llieorie  de  la  (ranslornialion  des  fonction>  alxiiennes 
»i  ni:  Il  lierez  de  deux  \aiialiles.  point  de  vue  qui  lui  <'nxiii|<-  repris  par 
\l.  liouiuel  (■')  <•!  pli  M.  (jillv  (  ').  GonsidéranI  la  Iraiisfonnation 
des  lonclioiis  abéliennes  non  sin<;nlièies  de  deux  varialdes,  jai  imli- 
«jin- ("  I  <pie  les  <;idnpes  correspond.Mils  se  rallaclienl  ('j^aleinenl  i  la 
considération  de  loi'ines  (piadralupies,  mais  à  cin(|  xarialdes  celle 
loi>  :  I  al  coiiiph'h'  eu  iiiciiie  leiiip>  les  i(''sulla|s  de  mou  iiiiilre. 
M.  Picard,  el  de  MM.  Moiii^el  el  (iollv  sur  les  i;roiipes  li vperalieliens 
ohleiiiis  par  voie  aril liim'-l upie,  à  I  aide  de  lorme>  (piadraliipies  à  coef- 
litieiil  s  eiil  K  r> . 

(  '  )    l'i(.AHi).   Afin,  scient,   /-.c.  norin.  sup..  3'  sérii-,  t.  II,  iSS,'.,  p.    T»- .  /liilfclin  de 
ta  Sociéle  ina(/icnnilit/uf  tir  Fiance,  t.  \V,  tXH-,  p.   i  |S. 

(')  Ai.H/Ais,    Ann.  scient.  I.'c.  .\nrni.  sii/>.,  .i'  série.  I.  \l\.   niua.  p.   ^t>i. 

(')  Pii;.\li|i,  Jnnrnnl  ilc    Miithcmaliiiiics  /unes  cl  (ipplii/uées.  /|*  scric.  I.  I,   iSS». 

p.  8:. 

(•)  liot'iunr.  Annules  lie  1,1    l'iictillc  (les  Sciences  ilc    Tnulotise.    iS(|S.   cl    Thèse, 
l'aris,  i>i<>H. 

(')  JloTTV.  Aiin.  Flic.  Se.   J'utilotise,  i'.)ii,  rt   llie\e.  l'iins,  i<|ii. 

(•)  Ann.  scient,  h'c.  /Vnrm.  $up.,  .V  si'-rir.  i.  \\\ll.  i(,ij,  p.  ji-j,  cl  Ihise.  l'.m-. 
i<(i(>;  m  oiilrc,  n»<'iin-  leciicil.  S'  M^iic,  l  XWIII,  i'|ii>.  p.  .'Jo.i  cl  X\\.  Cf..  «•»  oiilrc. 
iioi*  Noirs  (  Complet  rendus,  l.  I6i,  km;,  p.  .Isii  cl  .'jS^  ;  i.  tlifi.  nji^».  p.  2|)  aiiiii>n 
<  .ml  1rs  ri-iiilUil»  (lohl  il  csl  <|ii<-tli<(ii  iiii  p.irii;:ruplic  1  de  celte  Iiilrodiiiliiin. 
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Réceininciil.  M.  l'icarcl  ('haatliré.  ralteiilioii  sur  uik-  caléij;orif 
parliciilière  de  tondions  de  deux  variables  à  groupes  linéaires,  déjà 
>ignal(''es  par  l'oiiiearé  (-). 

10.  Les  inléi;rales  /i-uples  étant  notées  de  (aeons  quel(|ne  peu 
variables  dans  les  ouvrages  modernes,  j'ai  pris  la  liberté  de  les  éerire 

/  V ( Xi,  X.2,    .  .  .,  x„)  d(Xi.  Xi,    .  .  .,  x„). 

•-  1; 

I3ans    cette  nolalion.  on  rem  ir(|ue  eu  liaul  du  signe    /   lindieation  de 

Tordre  de  multiplicité  de  linlégrale  :  si  cet  ordre  est  donné  numéri- 
quement, on  peut  rindii|uer  par  des  accents  ou  |)ar  des  cbiirre> 
romains  (=').  R  est  le  domaine  d'intégration;  dix,,  x,,  •.■■,x„  )  est 
l'élément  de  ce  domaine  :  cette  notation  a  l'avantage  de  rappeler  une 
notation  courante  pour  désigner  les  déterminants  fonctionnels;  elle 
est,  moyennant  une  convention  sur  le  sens  de  l'intégrale  ('),  fort 
commode  dans  les  changements  de  variables  portant  sur  desintégrales 
de  multiplicité  (intégrales  de  surface,  par  exemple).  Celte  notation 
per-met  d'écrire  Taire  d'une  surface  courbe 

/     s/diy,  z- r-i- di  z.  :r  \- --r- di  r.  V  )- 

sans  indication  de  paramètres;  c'est  précisément  grâce  à  une  faculté 
de  ce  genre  que  cette  notation  m'est  utile  ici. 

Paris,  le  -27  juin  1919. 

Georires  (  "iia\i  n. 


(')  PiCAUD,  Ann.  scient.  Ec.  A'orm.  sup.,  '^'  série,  t.  XWIII.  igifi.  p.  363. 
C)  PoiNCARÉ,  Œuvres,  t.  II,  p.  3.S. 

(3)  M.  Bore!  me  fait  remarquer  qu'on  peut  souvent  supprimer  cette  indication. 
(  ^  )  Le   Iangaf;c  ordinaiie,   pour  les   iiilcgralcs  de  surfaces,  est  côfé  de  la  surlace 
ci'inlégi'alion,  au  lieu  de  sens. 


(:ii\iTriii:  i. 

l'I{n|>IUKTi:s  (illNT-KAII  S  lii:  (IIMMNS  (;H(tri'l>    \noM(U{|'Hi;S. 


I.    ( '.ni-i(|riMii«.  Mil   L;itiii|ic   ilr   -  iilisl  it  II  I  ii  >ii  ■^   1 1 1  r,i  I  hiimi- 1 1.^   |)ni'|,tiil 
■  Il  I    //  \  .iiiiililr^  ciiMiph'M'-^ 

\/,  =  /■/,  (  j-| ,  ./•; /•„  :  >ii,<t«.  ...  'I,, }         (  /i  —  i,  x '/  )  : 


U'S  ^-  ^iiMl  lf><  \.ii  i.ililo  |ii  iiiiil  i\  t-  (  I  li's  \  les  \aiiiilil<">  1 1  .m^li»i  im-f--  : 
\r<  (i  sOiU  ties  |)ar.iiiu'lre>  réels,  (Imil  \r^  f  -.ml  ili>  ImicI  ion»  r.ihini- 
lU'Ilf»  lioino^ènes  cl  de*  dc^rt-  /i-r.»,  cl  <|iii  [Miisriil  «lie  li<s  p.ir  des 
«•([ii;ili(»iis  alj^i'hritjnrs    cl    |iiir   <lc^    mi-.ilili-s   iil;^fliii(|iii-  «  ii   nniiilin- 


|ili-|rii|i(|il(' 


3(  «I,  </, rt/,  )  =  O,  •}j(tl^.  tt^.    ....(!,,) 


>    (.         .Ml 


l'In-  utiii-r.i  liiiiriil .  11(111^  |)iiiiiiMii^  ;i<liinll  if  ([iic  hi  «.iili^l  il  iil  nui  i.i 
phlN  j;('-iirrt»lo  ilii  ;;ioii|)l'  M»il  (Iniiiice  miiI  p.ir  If*  lnriinilr>  prt-c»"- 
ilcnlCS,  Mlit  pill"  les  rn|-|lllll«'«.  (le  rilll  <|IH'l(nli(|llc  (II-  /  (1  .iiilics  xv>- 
lèiiics  aii;il(tj;nr..  (Il-  iiiiiiiiilo.  hni-lniil  ti'  (|iii  ■<u  i\  i.i.  i  i-  i;iini|tr  «Ir 
^iil)*l  il  iil  iiiii>.  ili-|icii<laiil  (I  iiiic  iiiinièn-  «oui  unir  de  eeil.Mii*  |i.ii.i 
iMflii-*.   >»<'i.i   iiiiiiiiiir  le  m  iiii/>r  I  r  I   (  cuire  |>.in'iilliiM-  i. 

"2,.     l'o-iiii^.    (|   iiin-    l.iiiiii   ^eiKi  ,1  le. 

n,  ■=■  x'i,  -i-  / .r"i,  (h  —1,7,  ..../II. 


<iii    les  ./      cl    les    ./•'xilil     ici'U.     \iiii-     |iiiiil  1  ("lis     ic^.ildei     t  i  *   \  ,il  l.ildi-* 
eniiiiiie  les  eoui  diiMiiies   il  iiii    |ioimI    d.iiis    res|».iee    .i     >  n     1  iiiien<.|i>M»  ; 

nous  iiniiellei'.  tiis  ec  pu  ml   nid  i  l]<'i  i-iiiiiieiil   le  ponil  < .;  ^  .  ./^  .   i' (  „  i 

on     le     iioint    (./',.. /\. ^  u  '' '•    .iiieimc    aiiiiii;:  n  i  le    m-    piiil     resiihei 

dr  là. 

\oiis  iidiiielli'irns  (Ml  il  cM'^le    un    doiii.iine    oiivril     |)    .i      'Il   dlinen- 
-luiis   (II-  tri  esp.K  f.  delini    li.ii'   des    inej^ii  I  liés   ,i  li^elnnpies  «  i)  noinliri* 
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liiii 

(  R )  ç/,(^', ,  x'[ ,  x.j. . . . ,  y;, )  >  o      (  /.•  =  1 , 9-, . . . .  7 ) : 

qu'il  existe  encoie  nue  iiitéjir.ile  :<//-ii|)lc  I  if-cllc. 

]  =   I  «ri  t\  .  .r.  ;  j-.^ ,  .  . . ,  x„  )  f/(.7-, ,  .r', ,  J"2,  .  .  . ,  J~„  ), 

cl  mie  lourlion  it-elle  et  s\  iii(''lri(jii(î 

K  (  .r'i ,  x".  .r'.-,,  ...,  .r],  ;  ;',,;'(,;',.  .  •  • ,  ;)',  ) 
Je  deux  points 

(:r',.y;,:r.,  ...,a-;',)     el     C^', .  îi,  ;',,....  ?;,) 

(le  eel  espace,  ("e   doniiiine   IJ.  celle  iiitégiMle   1    el  celle   louclioii  F 
jimissant  des  prnpri(''l<''s  suivantes  (')  : 

i"  Le  domaine  D  est  tout  entier  à  dislance  limitée,  ou  du  moins  on 
peut  l'y  ramener  par  une  transformalion  hirationnelle  de  l'espace.  Ce 
domaine  est  linéairement  connexe. 

2"  i^e  domaine  D  est  clianj^é  en  lui-même  p;ir  toute  substitution 
du  i^roupe  (V). 

3"  A  tout  ensemble  fermé  R  inlérieur  à  D,  on  peut  taire  corres- 
pondre deux  nombres  positifs  M  el  m  tels  que  le  rapport  des  valeurs 
absolues,  en  deux  points  de  R,  du  déterminant  fonctionnel  de  toute 
transformation  de  (  T)  reste  compris  entre  M  et  /n  ipouiMi  que  D 
soit  ramené  à  dislance  limitée). 

4°  La  fonction  U".  (pii  tii;iire  dans  rinléi^rale  1,  est  continue,  réelle 
et  positive  dans  tout  le  domaine  D;  ou  du  moins,  si  elle  s'annule 
dans  ce  domaine,  ce  ne  peut  être  que  sur  de•^  miiltiplicitt-s  à  moins 
de   2  n  dimensions. 

.V  Si  Xa,  X/^,  X/^  sont  les  transfonn(->  de  x/i,  x',^,  x",,  par  une  sub- 
stitution quelconque  de  (F),  et  si  0  désigne  une  portion  du 
domaine  D,  et  A  la  |)orlion  transformée  de  0  par  celte  même-snbsli- 
t  u  1 1  o  n .  o  n  a 

r        U"(./-',  ,t'[.  .  .  . ,  .t'„  )  d{x\  .x^, x„) 

=.  f     M'iX',,\i,  ....\';,)rf(\,,x',',  ..,  v;,).       I 


(  '  )  Co  ne  sont  pas  des  liypoilièscs  minima:  en  pailiculier.  on  verra  1  Xol.-  II,  à   la 
lia  flu  Ciiapilre)  qu'on  peut  se  passer  de  ["inlcgiale  I. 


|titiii°\ii  (|iii-  I  une  ili-o  ilrii\  iiili-::r.ili'o  .ni   iiii  -««-M'.  <<•  iini  nitt.iiiK'  <|ii< 
I  uiiliT  en  a  un  .inosi  :  cchi    arnvr   nol.ininirnl   ^i   l.i  linnliric  tl«-  ',,  ci 
par  >uil(*  relit-  de  A.  ii  Oui  aiirnii  |iiiiiii  <  iiiiiiiniii  ,i\i  r  (  il|<-  '!•■  I  ) 
•  i"   Si  les  dru \  jhHnl- 


(  ar, ,  ar,. 


ri        I   :, 


;-/  ;• 


<l<)Mt    1°    )-n|    (iiMilloll    ^\  nul  I  l(|Ur,    ,'l|i|i,ll  t  Itlint-lll    .1    |).    I      <-I|   «si    |<UI('lliUl 

ruilt  mm-  :  cl  -«i 

■  \  I .  \  I \,.  I     i.-l     (  z,    z   .  .        z 

s  >iil   li'nr>  I  i',in->liii'ni(-s  |):ii   une-  iuimik-  ^nli^l  il  ni  m  m  dr  i  1'  i.  mi  .i 

r  (  .r , ,  x , ,  .  .  . ,  x,i  :  ;i,;i ;/il==  ''  ^i>  ^i-  •  •  •  -,  ^/z-  — i-— i     ••    •  — «  '  • 

~"    Si   l'un  r(in*idii(-  r<-(|n;il  mn 

'  '  '  •*'(^. ,  -'^'i  «  •  •  • ,  -^r,  ;  ; I .  ;  1 ;,,  '  -^  ' 

iiiiniiK-  niK-  i-({n<iliiiii  ni  ./•',.  .r, r,'^,  elli-  d<lii\il   une  uni  II  i|d  nil<- 

qui.  |iiiiir  les   \al<nr>  dt-  /.  c  nnini-c-»  «-iili't-  it-ilainc^  liniili-* 

À'  <  >.  <  ■/.". 

|iai-la^('  !»•  duin.iiin-  I)    en    diii\    ic^nni-.    (lli.ii  uni-  di-    (<•>    rr^KUi»  c-^l 
liiji-.iii  i-ini-nl  <()tini-\f.  I,  nin-  d  cllt-^-. 

''■'•^i.-r, r„\  ^,.  c, ^„  .</.. 

.iinsi  (|in-  sa  IrontitTO.  ii'niil    aucun    |)>)inl    CDUiinnii   avec    la    iVonlIcrc 
de   IJ.   (a-lli-  rci;iitii  se  niunincia   I  i  ii  d  i  tour  dv    la    m  n  II  i  |d  icijc  i  i  i,  ou 
du  iniiiii>  de  la  |iiulii)n    d(-    (cllc    uni  II  iid  icile    silm-e    dan-    I):    I  .nilie 
re^l«»M  >e  niiiniiieia   I  t'iln  D'il  r  de  c(-||e  |i(iili<>ii  de  ni  ii  1 1  1 1  )|  k  lie. 
M"   Un  a 


i^^;,.s;. 


(  /l  '   1 1  •  -.  I 


5:.^  =  >.': 


s|    /.    teiiil    vers   /.'.    les    |Miinl>    de    la    mu  II  i|d  icil<-    ;^  I  i    mIucs    dans    |) 

lendeni    II  ni  Ion  ni' me  Ml    v  ers    (  ;| ,  ;"| ?»  '  î    |»i»nr    A         /,  ,   la  inulli 

plirité  I  I  )  >(■  n-clnit  i.\i%i\v  ii  (e  |)iiiiil . 

()"    Si(j|,^',,  ...,  x\^)  lent!   \«'is   un    piunl    d«-    la    h  tiilnre  de    j). 

\•{x^,.^^ .r'^  ;    ?,,  ç, ,  •  . ..  î„  )    lend    vers    /.".    uiiiloi  im-menl     |»ar 

rii|>|>i)ll  au  |tiiiMl  liniilnre  cunsid('-re  cl  au  |)iiiiil  (;,,;',,  ...,ç),l. 
|niUr\U  fjlle  eeliil-ci  reste  lUleilcill  à  un  etlseinlile  (enm'  inl<-- 
I  leur  a  I  ). 


i'RoPKii:ri:s  gknkuamîs  m:  ciiiiiviNs  i.iuui'Ks  ai  T(»\ioiu'iii;s.  m 

Si   loiiles   CCS  hypothèses  sont  satisfaites.  n(»ii-<    ikhiiiik  rons   D   h- 

domaine  principal  (')  de  (I'),  J  son  intégrale  •.Kn-nph'fondaman- 

Inle^  F  son  invariant  fondamental .  La  iniilii|»licit('' (  <  (sera  nonuncc 

niulliplicilr  cyclique;  (;',,  ç', c^, )  se  nommera  son  centre  et  /, 

son  /)ara/nrf/r.  Le  ccntic  d  une  nmlliplicilt'  cvcli(|iic  esl  à  son  inté- 
rieur. 

On  peut  remplacer,  le  cas  ('chéanl,  )."  par  -h  x.  c'est-à-dire  ne  pas 
limiter  A  su|)(''rieiiremet)t  ;  car  on  ne  suppose  pas  rpie  I"  sort  continu 
<piand  l'un  des  deux  points  vient  sur  la  tronticre  de  D. 

Nous  désignerons  ces  liypotlièses  sous  le  nom  d'hypothèses  (H  ). 
ou,  s'il  y  a  lieu,  par  (H,  1),  (H,  2),  . .  .,  suivant  le  rang  qu'elles  ont 
reçu  dans  léiiunK-ration  prccf'dcnte. 

3.  Le  domaine  |)rincipal,  les  intégrale  et  invariant  fondamentaux 
ne  sont  pas  toujours  entièrement  déterminés  pour  un  groupe  (T) 
donné.  Néanmoins,  on  peut  donner  sur  eux  des  intlications  géné- 
rales. 

Si  le  domaine  D  contient  un  point,  il  contient,  d'après  (H,  2),  tous 
ses  transformés  par  les  diverses  substitutions  de  (F).  Si  l'ensemble  de 
ces  transformés  forme  un  domaine  D'  à  a/i  dimensions,  D'  est  tout 
entier  compris  dans  D;  et  le  domaine  D'  pourra  souvent  jouer  à  lui 
seul  le  rôle  de  domaine  principal.  Au  ieste,  il  peut  arriver  que  D 
coïncide  nécessairement  avec  D'.  Si,  au  contraire,  l'ensemble  des 
Iranslormés  d'un  point  quelconque  de  1)  forme  une  multiplicité  M 
à  /??<;  2 /«  dimensions,  tout  ce  que  l'on  peut  affirmer  c'est  que  le 
domaine  D  contient  entièrement  les  multiplicités  M  relatives  à  chacun 
de  ses  points;  et  si  l'on  prend  une  lamille  à  >,  «  —  m  paramètres  de 
multiplicités  M  entièrement  comprise  dans  U,  de  nianière  que  les 
points  de  celte  famille  forment  un  domaine  à  2/?  dimensions,  ce 
domaine  peut  jouer  à  lui  tout  seul  le  rôle  de  domaine  principal. 

Revenons  au  cas  où  les  transformés  d'un  point  de  l'espace  à  2/î  di- 
mensions par  les  substitutions  de  (F)  forment  un  domaine  D' 
à  2/î  dimensions.  Si  D'  n'est  pas  linéairement  connexe,  il  ne  peut 
jouer  le  rôle  de  domaine  principal  d'après  (H,  I).  Mais  il  peut  arriver 
(jue  D'  soit  entièrement  compris  dans   un  domaine  D   linéairement 


(')  On  (lit  iiussi  domaine  fondamenlal  ;  il  faut  éviter,  dans  ce  cas.  lou(e  ronfusion 
le  langage  avec  \q  polyèdre  fondamental,  dont  il. sera  question  plus  loin. 


<  Il  vi-i  nu    I. 


«•(Hiiu'Xf  r{  qui  soil  un  «Iuiuiiik-  ju  iim  i|».iI.  <  )ii  liirn.  ^i  |)  c-l  iiiic  <\i- 
région-s  linrairnuciil  «oiiiics»-^  dans  li'M|urlli'>  ^i'  (li-c<uin)osr  I)  .  il 
nenlai*ri\«M*  (jiu"  I)  suiliiii  iltuiiaiiD'  |ii-iiici|ial  |»iuir  le  NOiiN-^mii(><- 
<lo  (  r  )  forint-  «li-s  siiltstitni  iitiis  (!<•  i  1"  i  (jiii  «oiisj'ixenl  D' . 

Si  I  )  lie  lu- ut  lias  t'in-  r.iiiK'iH'  Imil  eut  ici  .1  d  i^l.iiicf  II  un  1er  |iar  unl• 
l  ran>li>nual  iiMi  l)iral  iniiucllr  «II-  r«>|»at<-.  il  M  r-t  |ia-.  douiaiiu'  jtriii  • 
ripai  «>l  lu-  |)t-ul  |i  is  lairc  |iartu-  d  1111  di)iii,iiur  |ii'iii<-||)al.  d  a|>i°<->  1  M,  |  L 
Kii  niiiiriiliir.  si  |  )  cuiiliru  I  fiil  iiKiuiiil  iiii<  imill  1  |d  nil»-  al«;«•hl•i<jlll• 
;l     >  fi         »  dimensions  {H^-J.},    dt'-liiiif    pu     une    «'•([uatioii    alj;<'liii(|ui- 

«•ulrc    les    v.iiialili's     (■<inij)li'rt's    ./ , .    ./■,. j'„,    (.-ctlc    conclusion 

s'.i|)|dii|ii<'.  Si  h  itiuliriii  huis  l('s  p,iiiiis  df  l'espace,  sauf  peul-èlr»- 
i-eiix  d   liu   II o ni  I  lie  liiii  ilr  iiiul  I  i  pi  icilcs  il  ///  >  11  diiiieiisKins.  (  I"  1  11  a 

|ias  dr  d<uii  uiH'  priii('i|)al. 


i.  (  .oiisidii  (iiis  iii.iiiiliiiaiil  I  iii\  .ni.iiil  liiiid.iiiiiiilal  |- .  Si  ^(^  A  1  es| 
une  fonclion  («uilinuf  cl  ci  <.is>,iiilc  d<'  /.  pmr  /._  A  •<!//,  ^(  1*  )  e>l 
enctue  un  iuvaii.int  roiid.iiiiculai .  Mais  l<s  mu  II  i|)licil('s  cvcji<|ue?  ^oiil 
les  nu^nics  pour  ces  deux  iii\  ,11  i,m|s. 

Consid»'!  iiiis   les  snhslilulKuis    de   li'i   (pu    <uil    |i(Mir   puiit    dcmidc 

C;,,  \., ;„  K  Soil    M   la  niu  11  ipiicili-  roiiiiée  par  lis  1  r.iusforiiK's  p;ir 

ces    siihslitnlions    d  un    poiiil    (piclcompic   i\i-    h.     h.ipus    i||.    (m. 

V(x\,  x\,  ...,  .r"„:  \\.  ;';,  .  ...  i;,)  esl  conshnit  qu.ind  i  ./', .  ./•',' x"„\ 

\ari<'  siii-  M  .  P;ir  s||  ilc.  une  luulliplicilt-  cvi  licpie  lie  cenlre(Çi;  ;... ;„  '. 

iMii  coiilieiil   un  p  nul  île  .M.conlicul   M   I'MiI  entière.   |)e  là  dt-cmilenl 
plusieurs  coiisiMpicnees  : 

Si     M     cs|     iiiir     iliplliile    à     M)         \     diiueiisioiis     partageant     le 

domaine  priucip.il  i\\  deux  relions  liin'a  iremeni  connexes.  M  esl  une 
iiiiill  i|diciti-  c\cli(|iie.  ou  du  moins  coïncide  avec  la  portuui  d  une 
telle  iiiiiltiplicili'  siliit'-e  <laus  |):  imi,  si  |,i  mil  il  i  pi  i<  il  e  1  vclnpic  *'<nu- 
preii.iil  un  autre  p  nul  de  I)  (pie  ceux  de  M.  elle  <  (niipicndrait  ei;ale 
ment  la  nnn\  elle  niiilt  iplicilc  M  (  1  n  rcsp^iidanh'.  laipielle  compren- 
drait M  a  son  iiilerieui.  mi  serait  comprise  à  linl  •'•rieii  r  de  M  :  dans 
liîs  deux  cas.  le  iiMinlire  des  n':;ions  lin<- airemeiil  c(ninexes  déter- 
minées dans  I)  par  «es  miill  iitl  icilcs  serait  de  tnus  et  non  de  deux  ;  il 
s«'iait  encore  plus  ;;rand  si  \\\\\  prenait  plus  de  di-iix  iiiii  II  iplnilc^  M 

Si    M  est    une    mnll  ipln  ii('-    ,\   ///<;•.>./»-      1   diiueiisiuns.   I.i  uni  II  ipl  1- 
eile  (;vcli(|ne  ser.i  le  lien  des  points  d'une  la  m  il  le  a    •  //         1  —  ///  para 
mètres    de    nnill  ipl  iciti's    M.  .issiip-llie    11  iiii  piemeii  I    .1    partager    M    en 


l'Uoi'iuiMKs  (.i;m;iiai.i;s  di:  ckhiains  guoi  i'ds  ai  io.\iuniMii:s.  i  \ 

deux  i-égli)ns  seiileiiicnl  ;  la  innlli[)licilc  cjxlique  est  donc  alors  arjji- 
Iraii'C  dans  nue  assez  Iart;e  mesure,  et  l'invarianl  F  peut  êlre  rem- 
placé par  d.'antres  fondions  (pic  '^(F). 

Si  le  lit'u  INI  des  Iransformc-s  diin  cerlain  point  p;ir  les  substiln- 
lions  de(^r)  quionl  (ç,,  Çn,  ...,  ^,i  )  pour  puinl  donUle  comprend  de- 

points  aussi  voisins  rpie  l'on  veut  de  (  Ç| ,  Çj ç„),  ce  dernier  [)oinl 

ne  lail  pas  partie  du  tloiiiainc  piiiicipal.  J'Ji  cMel.  sil  en  faisait  partie. 
I<;s  points  suKisamment  voisins  eu  feraient  aus>i  partie,  et,  d  aprè> 
I  II.  (>  à  9  ;.  par  ces  points  passeraient  des  inulliplicités   evcliques   de 

centre  (çi,  :_. Ç/,  )  :  doue  M  ferait  tout   entier  |)artie  d'une  lellt- 

mnlliplieité  cycli(pie:  la  \aleur  constante  de  F  sur  cette  imiltipli<itt'' 
sérail  donc  égale  à  a',  ce  qui  est  absurde. 

De  même,  si  M  a  des  points  aussi  voisins  (jue  l'on  veut  de  la  fron- 
tière de  F),  D  n'est  cerlainemenl  pas  un  domaine  piincipal. 

5.  Relativement  aux  intégi'ales  tondamenlaies.  nous  pouNnn- 
observer  que  si  1,  el  F  sont  deux  telles  inl<''grales,  correspondant  au 
même  domaine  principal,  el  obtenues  en  remplaçant  W  par  M",  et 
])ar  W-,  respectivement,  cl  si  •I*(a,  ^  )  est  une  f(^nclio:i  continue,  posi- 
tive, j)osilivemenl  homogène  et  de  degré  im,  des  variables  positives 
j.  et  j6,  4>(U',,  W,)  l>eut  aussi  remplacer  W  dans  l'intégrale  fondamen- 
tale. 

6.  Soient  S,.  S^,  ....  S,„,  ...  des  siil)>lilutions  de  (  F  )  formant  un 
groupe  F  (sans  parentlièse).  On  dit  que  V  est  disconlinii  pour  un 
point  {x,.  .1'., .r„)  si  les  transformés  de  ce  poinl  par  les  substi- 
tutions de  r  n'ont  pas  (.ri,  x-j.  .  .  .,  X//)  j)our  point  d'accumulation. 
On  dit  que  T  est  discontinu  pour,  ou  tlans.  un  domaine  ou  une  miiU 
tiplicilé  1)  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  s'il  est  discotj- 
tinu  pour  tous  les  points  de  l).  Dans  cet  énoncé,  un  transformé  dr)it 
être  compté  autant  de  lois  (pi'il  y  a  de  substitutions  de  V  qui  le 
di'duisent  de  (  x,,  .r^ ■''//)• 

7.  THK<tui:Mi' .  —  .S'/  A'  groupe  V  est  discoiiliiiK  [loiir  un  point  du 
domaine  principol,  iicsl  discontinu  dans  tout  le  domaine  prin- 
cipal; el  les  transfornii's  par  V  d'un  point  quelconqui-  du  domaine 
principal  n'ont  pas  de  point  d'accumulation  intt'rieur  à  ce 
domaine. 

Soit  A  un   point   du   tlomaine   prinrq)al   pour  le(piel   1"  esl  discon- 


ItVI'llltl       I 


liiiii.    t).i|Mi->  l.i    tli-liiiiti«iii    iiM'iiie    (II-    la    ilix'oiiliiMiili-.  A   n  f»!  |kiiiiI 
lioiihlr  <|ii«>  li  lin  iKHiiliic    liiii   j»    de    •>iilis|i|(iiioiis    ilc   T.  Il  piMit  J'ail 
ii'iirs  ari'i\  rr  «iiir  y       i  :  <l.iii'>  i'c>  cas.  I.i   sii|i-.iiiiiihiii   i  lfiUii|iM'  csi   j.i 
•«tMilc  siiltsliliilinii  il«>  r  *|iii  (-liaM<:«'    V  en  liii-iiiriiic. 

Oii  iMMil  Ion  jours,  tl  ii|>ri-'i  l'Iu  pollir>«-  lio  Li  (liseontiiiiiili-.  Iioiim'i 
une  liv|»rrs|>ln'Tf  il<*  •fiilir  A  ri  lU'  r.ivmi  ass«*/  |»rlil  jutiii-  i|ii  «•Ile  ik- 
I  iiiiliciiiii*,  à  son  inltTii-iir.  .•iiriiu  iiiilrc  1 1  .iii>-((ii  nu-  ili-  \  <|ii«-  A  lui- 
iii«-ni<'.  <  )n  iMMil  aussi,  selon  (il.  ^i  i.  Ii'inivcr  iiiu-  iiinlli|ili(-il«- 
«•xtIiiiiic  m.  <!»'  t-«'nlrf  V ,  riilièr<'iiK'iil  mU'iK'un"  à  rcllr  li\  |k'i  splii-n-, 
^1  iiiii.  II. Il-  Miil*',  Il  a  il  son  iiiliMirtii  m  siir  -^oii  l'oiitnnr  .iiumii  aiih'- 
transloniM-  ilo  A  «|in*    \  liii-ini-iiK- :   soil  A  !<■  iiarainrlrc  il<-  M. 

Soil  /,  ni)  iioiiiiin-  r(iiii|>riN  ciilii-  /.  et  /..  (  ioiisidiM-uiis  Imilis  Ic^ 
innlliplirilfs  r>  rli(|iii'-v  (Imil  It*  |i.iraiiii'tr*-  ol  /.,  i-l  dont  !«•  (-(*nln-  <--i 
^111  l.i  iiiiill  iidii'ilc  M  on  .1  ->>\\  *-\l(  rieur.  Viieiinc  dc  CCS  innil  i|di<-iU'S 
ne  |)a*se  |)a|-  A  :  «Il  «'llrl.  celles  d  ml  le  eeiilie  esl  sur  M  lir  |»cnvenl. 
a  (-aii>e  df  la  sxnielrie  de  iiiiNarianl  |M-ln<-i|)al.  passer  par  A  «pie  si 
leiii-  par.iiiii-trt*  est  é}»al  ii  /  :  «-1  i-<ll«->  <l<»iii  le  eenire  «--«1  «•\l«"i-n-ni  .i  M 
nr  |>rii\eiil.  il  a|ii-«'-s  eelle  iin"-me  s\iii<'-lrie  el  dapr«-s  (II.  /  »,  passt-r 
par  \  «pic  si  leur  pai.iiih'-lrc  a  une  ccrlaine  \aleiir  siipiiienrc  à  A,  cl 
par    siiile    à    /.,.    (  icci    mois     di'-iiiioil  i  e     de     plii>     ipie      \    es|     <\l«'|-iciir 

.1  lioilps  ces  \uri«i«''s. 

.le  «lis  (pic   Ions    les    piiiiils    '^iil  lis.oiiiiieiit    \  le^iti^    di      \    ^oni    .m-^i 

«•xlcrieiiis  ;'i    loiilcs  ««'s  \;iiii-l«-s  )  '  I.  |-,n    clli'l.soil    £,.  ;. :,„.    ... 

une  siiile  d»-  inmilires  posijits  di'-«-i -ois>iinls  cl  lend.iiil  \  ers  /.«'ro.  !*>i 
«■elle  asscrlioii  «-lail  laiisse,  (ui  p«iiiri-.iil.  an  iioinln-c  :,„.  fair<'  («irrcs- 
pondrc  nn  poini  \  ,„  «i<oit  l.i  dislaiicc  à  \  soii  inici-i<-iire  à  ;,„.  <-l  nn 
point  n,„  silii)-  siii-  M  nu  .1  >iiM  <-\l<-iieiii.  Iids  «pie  l.i  innltipln  île 
cvclicnie  «l*-  «  fiilre  \S„,  «'•  de  paraiiiclre  /.,  ail  l«-  pmnl  \  ,„  à  son  c\lc- 
rirnr 'oi  -nr  son  eniiloni  .  |- aisdtis  inaiiileiiaiil  «luiiii-  ///  indeliniincnl  : 
l«'s  \,„  lenilcnl  \«-i^  \:  le^  H,,,  "ni  .m  hkou^  on  piiiil  d'accninn 
lalioii  r>  uni.  <l  apD's  i  II.  '.I  .  n<-  s;iiii.ul  «'irc  siine  sur  l.i  liiMiInrc  dn 
d«iniaine  piiio  ipd.  li  csi  doiii  inl«-riciir  an  «{«oiiainc  pi  in<  ipal  cl  c\le 
I  icnr  a  M  «oi  >ilii<-  sur  M.  MiO'^.  d'apn-s  la  ««oïlinnili-  de  I  iii\arianl 
fonilanicnlal.   la    innllipln  ih    i  \«  li<pi«-  de  ceiilie   15  «l  «le  piialiielu"  /  , 


('f  l.;i  ilriii«in<>(r<ilii>ii  >lii  lr\t«>  irviriil  .i  iiioiinci  <|ii<-  l'i>iiM-itilil<-  fniiiiéili'  la  fron- 
ii<rr  «le  I)  cl  «le»  |»<>oil*  non  r\li-ri<'iir»  »  «  c»  MHilli|ilii-il^!k  ••«!  f«  rnn  ,  un  (|u»'  ■«••n 
':otiiplémcnl.nr«'  •••1  ouv.  il. 


PUOPUIKTKS   (ilCNKUALKS    DK    <:I:RTA1NS   GUOl  PCS    A  I  ■|().\I<»KI>1I  KS.  I   > 

conlicnl  A  h  son  exU-rleiir  ou  sur  sou  contour;  c)r,  ceci  conlrcdil  un 
résultat  déjà  ol)tenu;  donc  notre  assertion  est  dénionlrée. 

Il  existe,  |i;u'  suite,  une  uni  lli|)iirii(^  cvcIkjuc  de  cenlre  A  et  de 
païauu.lre  A^  qui  est  tout  entière  extérieure  à  toutes  les  multiplicités 
cycliques  de  paramétre  \,  dont  le  centre  n'est  pas  intérieur  à  .M,  et 
par  suite  à  toutes  celles  dont  le  centre  est  l'un  des  Iransl'ormés  de  A 
par  r  non  confondus  avec  -\. .  S(jit  A-i  le  |)lus  |)elil  des  nombres  "a, 
el  A;,  :  les  midtijjlicités  cycliques  de  paramètre  ).3  et  doiat  les  centres 
sont  A  et  tous  ses  transformés  distincts  par  V  sont  toutes  extérieures 
les  unes  aux  autres. 

Nous  désignerons  par  i'  la  valeur  de  1  intégrale  fondamentale  ('  ) 
('•tendue  à  l'intérieur  dune  mnltiplicilé  cyclique  de  paramètre  /.3. 
I)  après  (  n,  o),  c  ne  dépend  pas  du  centre  de  la  multiplicité. 

Prenons  une  multiplicité  cyclique  M'  de  centre  A  et  de  paramètre 
quelconque  ;  on  prouvera,  en  imitant  les' raisonnements  déjà  faits, 
([ue  tous  les  points  intérieurs  à  une  multiplicité  cyclique,  de  para- 
mètre A:i,  et  dont  le  centre  n'est  pas  extérieur  à  M  ,  sont  intérieurs 
à  une  multi])licité  cyclique  jM',  de  centre  \,  el  de  paramètre  A  con- 
\enablement  choisi.  Soit  V"  la  valeur  de  l'intégrale  fondamentale 
('tendue  à  Tinlérieur  de  M'.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
nombre  N»  des  transformés  distincts  de  A  intérieurs  à  M'  ne  peut 
dépasser  V  I  r:  il  est  donc  fini.  ]3onc  lès  transformés  de  A  n'ont 
aucun  point  d'accumulation  intérieur  à  M';  el,  comme  le  paramètre 
de  M'  est  quelconque,  ils  u'i^nt  aucun  point  d'accumulalion  int(''rieui- 
au  domaine  principal. 

.\otre  théorème  n'est  pas  encore  démontré;  nous  allons  aciiever 
celte  démonstial  ion  en  prouvant  que  les  Iransti^riiK-s  |)ar  T  d'un  point 
quelconque  B  du  (.lomaine  principal  n'oni  pas  non  plus  de  point 
(raccumulal  ion  intérieur  à  ce  domaine  :  il  en  résultera  du  même  coup 
que  r  est  aussi  disconlinu  pour  B,  et  |)ar  suite  pour  tout  le  domaine 
|)rincipal. 

Soit  M  la  multiplicité  cyclique  de  centre  1^  qui  paN>e  par  \.  et 
soit  A/,  son  paramètre.  Les  mulli[)licités  cycliques  de  paramétre  /.,. 
dont  le  cenlre  est  inlf'-rieur  à  la  nuilti|)lieilé  cyclique  M' de  centre  A, 
sont  entièrement  intérieiiies  à  une  mull  iplicité  M^^de  cenlre  A,  de 
paramétre  A'. 

(')   On  peut  é\iltM'  fiisage  clo  coite  iiiti-gralc  ;  roir  l;i  Noie  II  à  l;i  lin  du  Cii;ipiliv. 


I  II \n  11(1    I 


l'.iiii  (iiriiiu- >iil>-liliiti.iii  t  li.iiif;f  |{  «M  un  |Miiii(  luliiiiiii  .1  M  I 
.-1  ii<«  i^N.iiu-  (|ii'fll«'  rli;iiii;«'  \  «il  nu  |»  uni  inl<-ii«Mir  .'i  M'V  <  >i 
V  n'.i  iin'im  iimmiIh.-  lini  dr  I  iMn^lonn"-  inl<in'ni»  .t  M"  :  donc  |î  n  . 
«iniui  n'>nil>n-  lini  >\r  1 1  .in^lmint'-^  iiil<in  ni  -  .i  M  .  i.t}.  y.  n. 


S.  r.ii  iiutn  nli<i .  un  m  i)iti>r  fui  in>  it  niiiiK  nim  I  //<•  \itlishluti<>ns 
i/iii  "///  ///'  nirim-  i>i>inl  iloitltlc  A  ilii  ilniinnin-  inaui  futl  ri  ifiii  l'st 
liiscoiiliiiii  /tour  un  point  du  f/(Ontiinr  pi  inrifiul.  mnipniul  srulr- 
incnl -un  iionifn,-  fini  dr  suhst  il  il  timis .  rtir  il  rsl  iUsc(Hilinii  aussi 
pour   \. 

'•.     Tnr^.oiii  Ml  .  No//   1'   ////  :jii>ii/>i'  i/is,  ,,nfinu  tians   If  ilniintiiif 

jinniipul:   soient    S,,Sa^  ....    S,„.    ...    l<-s    sii/>slitutinns  <!<•    V.   <i 

suit  "./•,.,„,  .r..,,„ /•,/.,/.  >  /''  tifins/urnir  /„ir  S,„  d'un  point  .pK-l- 

conipic   <.i|,    -v, i'„\.     Il    r.ristt-    drs    Jonctions    luntlytitpn-s 

f'i.r,,  .r j'„  t  oui  se   tunipnrtcnt  dans    tout  h-  ilnnutinr  piin- 

ripiil  loninir  drs  Jonctions  niti<>nnrllrs,  rt  <pii  sont  trlhsipi  on  <n! 
idrntiipicinrnt 


/.  -r, 


.m  •   ■•  î.'c 


../•„..,.  -/^ 


<niil  ipir  soit  m.  t'es  Joik  lions  j'  sont  m  oiiirr  unijoi  nic^  diin^  le 
doniitinr  jn  i  ini  piil . 

r,,iir  l.i    .!<• iiNliMlion.    n |i(.n\.>n-    «.n|.|.,i-(i    (|ii<-     li-     loiniiin 

itriiK-iiiil  \)  r"\  cnlirrcnniil  à  «li^laiK  ••  liinihr.  |-.ntllrl.  s  il  ml  «lui 
pa-.  on  itiiiiiiail.  d'aiiK's  (  II.  I  >.  Iioiinci  nnc  snl)>t  il  ni  ion  hiralioii- 
liellr  <  <|iii  \'\  r.iiiiiii''.  <  )n  M-iail  alor-  r.iincnf  a  «Irnionl  i  ci  le 
llM-ori-inc     |ioni     ce     domaine     I  r  i!i->l<ii  iin'.     .  I"  i    cl. ml      rcm|dacc     pu 

C' .  r  iC.  cl  r  |iar  c  '  i'<:. 

\ons  allon»  (Talioid  dcmonirci   i|mc  la  ><  rie 


0\xt,„,.  x,., 


.»•„, 


<>(  .r|,  .r.,     ...  x„) 


is\   nniloiiniinciil  con\ci^cnlc   stii    Imil   cn<.cinldi-    Iciim    \{    inlcncm 
a   I) 

Soil 

.>i\..  \-  .   ^ 

<*(-ri,  Tt,   ...,  Jr^) 
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le  «léleriniiiiiul  IkhcI  iiniiiel  (rime  miI)sl1|  ulioii  quelconque  de(r).C(; 
déleniiiuaul  ne  peut  devenir  ni  nul,  ni  infini  dans  I):  on  |)eiit  le 
déduire  de(H,3),mai.s  on  peut  aussi  remarquer  qu'il  ne  peul  devenir 
nifini,  parée  que  les  fonctions  rationnelles  X|.  X.j,  ...,  X„  <.le 
J7,,  .v-21  ■  ■  -,  x,i  sont  continues  dans  D  :  si  elles  ne  l'étaient  pas,  il  est 
en  ellet  clair  que  D,  qui  est  conservé  par  cette  substitution,  ne  sérail 
j>as  enlièrement  à  distance  limitée;  et  il  ne  peut  pas  devenlrnul,  siiKui 
celui  de  la  substitution  inverse  deviendrait  infini. 

Soient  A  un  point  de  R,  p  le  nombre  des  transformés  de  A  con- 
fondus avec  A.  Soit  M  une  multiplicité  cyclique  de  centre  A,  choisie 
de  telle  façon  qu'elle  soit  extérieure  à  toutes  ses  multiplicités  traiis- 
lormées  parFet  différentes. d'elle-même  :  soit  M,„  la  transformée  de  M 
par  S,„.  Considérons  rintéi;rale 


/ 


d( x'i,  a-'\ ,  x],,  x".-,,  , . . ,  x",  ). 


étendue  à  la  portion  de  M,,,  intérieure  à  D.  Cette  Intéi^rale  est  égale  a 


f 


ai X ^,  x^,  .  .  .,  Xn)^ 


ô(x\,  x"j,  x\, .r';,.  ) 

étendue  à  la  portion  de  Al  intérieure  à  D.  ou  au  pioduit  de  i  '  i 

I  C*(^,,  ;r.,    ....   Xi,  i  I 

pris  en  un  point  B  de  la  portion  de  iM  intérieure  à  D.  par  rintc'urale 

d(x\,  x'\.  x],,  x".,, /■'„  I. 

élendiie  à  la  portion  de  M  int('rleure  à  D.  Il  existe  doue  un  nombre  /  . 


(')    l^our  voir  que  le  cneflicient  de  d{x\,x'[.  . . . ,  x'ij  ;i  lii   viileur  iiidiqiiéf.    il  l'.ml 
(lémonlrer  que.  si 

/,„  =  P,„  -f-  Hl„         {  m  =\.  i Il  ) 

sont  II  lipiutioni  analytiques  de  x,,  x„ .r,,, 

'>(I^.I^ p...  Q.'-Q. Qj  ^  I'^'/m/. ./;,>|- 

t){x\,x'..,  . . .,  .r„,  x'I,  xl, /'/^i        I  <J(x^.  x„ .r„  )  | 

ICorivons  seulement  au  premier  membre  le-  termes  situés  à  l'inlersection  des  lii;ne> 

GlR.\UD.  1 


iK 


iiivi'irid     I 


lUMHf   .1 


AV 


«/(xi,  X,,  ...,  a-„)       U; 


<  )r.  si  //i   i  T.  lil   iiiiltliiiiimiil ,  l.i  •«.•ni  un-  il<-  ihin  iulf;;i  ;ilrs  rc»li;  illf«- 
lli'inr  il 

l)oii(    lii  s»Mu-  (  ■>  ^  «"«l  ntn\  iTiit'iilr  t'ii    \. 

Kllr  «"«i    par  siiit«\  i\   caiisi'   de   (II.  3  i,  iinifoiiiit'-nu'iil  <  i>ii\rr^iMil<- 
•  l.iii^  IdiiI  i-ii^i'IiiMc  trniM'  iî.   iiih-riciii   .i   I). 


|(l.     Il    I f-iillf  ilr   l;i   fjiic   l.i   si-iir 

V*    |t"  -^l.  m  •  ■'■•.'/< '«.mlV-  , 

2-|— 7TT-7— 77— I  ''• 


•  •^1    .ili»  iliimeiit   t'I    iiiiiritiriirMiciil    (Mii\eri;riilf    thm»    imii    cuociiiliN 
frriiii-  \\  iiilf'i  M'iii'  .1  !  ). 


.1 .-,  //(   et   m 


■  \--    ol. innés  «le  rangs  p  «i  /*  -♦-  n 


"I'-.     ov„ 


Mr. 


'".»...      ''Q« 


Lf  dctrrmiiiaiil  «k-vurut,  |iui  dr;»  coiiiliniaisoiis  liiiéaircN   ili-   Iiuih-»  ri   «le  rulonnr>, 


«»<». 


àx),    '  '  'IX,. 


ci./.. 


"1':=  (:!L\ 


l'M/,./ 
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Il  on  est  (h;  même  de  lu  série 

B(^i,.r„  ■■.,:r„)  =  V  H(.r,,,„,.r,,,„,  ■■.,.r„.,„)  ["^^•^';"'--^'^-" ^".,n)y 

Jimi  L  «^("f-li   ^2.    .  .  .,    J7„)  J 

7/1=  1 

OÙ  IT  est  une  fonction  nilionnelle  quelconque  ne  deveniinl  |)as  infinie 
dans  le  domaine  D  ni  sur  sa  frontière.  Tant  que  (.r,,  x.,^...^  Xn)  reste 
dans  D,  celle  fonction  rationnelle  reste  inférieure  en  valeur  absolue 
à  un  nombre  positif  fixe  :  cela  suffit  à  prouver  la  convergence 
uniforme. 

H  (a:",,  ^r,,  .  .  . ,  :r„)   est  donc    une  fonction    lioloniorphe  dans  D  ; 
elle  satisfait  à  la  relation  évidente 

quel  que  soit  ni . 


11.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  devons  prouver  c\nil  y  a  des 
fonctions  i-)  {Xi,  Xo,  . . .  ■,  x,i)  qui  ne  sont  pas  identicjaenienl 
nulles. 

Soit  A  un  j)oint  du  domaine  principal  qui  ne  soit  point  double 
d'aucune  substitution  de  f  autre  que  la  substitution  identique  :  il  v 
a  de  tels  points  A,  car  les  substitutions  de  V  forment  un  ensemble 
dénombrable,  et  chacune  d'elles  a  pour  points  doubles  seulement 
les  points  d'un  nombre  fini  de  multiplicités  algébriques.  Nous  allons 
former  une  fonction  0  non  nulle  en  A. 
Xa  série 


étant  convergente  en  A,  il  y  a  un  de  ses  termes  qui,  en  A,  a  une 
valeur  absolue  au  moins  égale  à  celle  de  n'importe  quel  autre. 
Supposons  que  les  termes  qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  dont 
le  nombre  est  certainement  fini,  soient  au  nombre  de  p  -}-  i  (p^o). 
Soient  m,  m,,  />i.j,  ...,  m^^  leurs  rangs.  Nous  prendrons  la  fonction 
rationnelle  H  égale  à  un  nombre  non  nul  y.  au  transformé  de  A  par 
S;„,  et  si  /;  >■  o,  égale  à  o  aux  transformés  de  A  par  S„,  ,  S,„,  .... 
S,„  .  Ce  cboix  de  H  est  possible,  car  tous  ces  transformés  de  A  sont 
différents. 


'•I  I  II  \I'I1  Hl      I. 

Clioisissoii>  •irhilr.iii  ciiK'tii  iiik-  IouiIkhi  M  salisrai>uiit  it  ««-s  «mi- 
iJi(ion<i.  ri  laissons-la  lixr  pour  If  i-c^lr  du  ral<-iil.  Il  nous  irsli- 
a  riioiitir  /.  i»ii  \ii  prouver  «jue,  <l»"*s  <|iic  /.  -•  i  >  '->•■/  -jimiuI. 
Hit,,  j"-.,  . .  . ,  jr„)  uf  simm  |):is  nulle  «m»    \  . 

Km  l'Ilrl.  !«•  Icriiif  <!<•  r.tii:;  ///  r^l  «'-^ai  à 

[  <^( -ri.m,  •rt,„ Th,,„)\'- 

ï  ; .      I         . 

I         0{ j-f.  X, r„)         I 

le  ili-lci  iiiiii.iiil    luiH  I  iiiiiiit-i  l'-laiil    |)i'i>>   (Il     \.   Lt»   liM  iiir«  (|<-    lauu    //< , . 

m 2 fil f,  sont  iiiiU. 

P.iiiiii  les    siilisi  iiiii  loiis   <|i-    1     ■iiilrc-   (|iic   S,„.    S,  "^  .    .n- 

tliTOns  «clic,  on  nnc  «le  icllcs,  dont  l:i  Mileui'  ;il)siilnc  dn  di  U-iniinaiil 
fonctionnel  i-.|.  m  A.  ni  riniiii>  «''^.dc  à  1,1  Nalciir  ali-idiu-  dn  iI<I<miii'- 
nant  tonrlutii  m  I  de  n  iinpinli'  <|ni'lic  .mlie.  Soi) 


<f(Tt,„,,  Tt,m J"/!.»!) 

(H  Ti,  T,,    ....  ./•„  ) 


•.<ni    di'-li'i  iiiiii.iiil    r<iiM-lii)nncl .     /|         i.    Seul    M    l<-    nKiMmiiin    il<'     Il 
d.iiis  I).  La  st  rie 


Z, 


„|        «J^r,,  j-..    ....  :r„  »       | 


'"  -^l..».  Xj.int ^11. m  >  •    r 

t"J-i,  r, /•„  »  1  ' 


•  h-iidnc  ;in\    vidiinsdcy   .ml  i  <••.  (|nf   ///.    /// , .    ///_. ///  ,.   csl    «•;:alc, 

.  n    \.   à  nii  iKiinlnc    j.    L;i   skiiiiiic  des  leinics  :1e  H   de   r.nii;  .nilie  (|ni 
/// .  /// , f/l  n  .i  une  \aleni   ;d>-(dne  in<»iii<lre  ijiie 


ôi.r,.  ./•. r„  I         I  ' 


I  >.Mi«-  l;i  \aleni    .iljsolue  de  H   eu  A  siir| 
I        d(a-|.  X,,  ....  JP„)        I 


|i-;iM,Aj'|. 


(.oinnie       /    I    •        I.    elle    es|     dilleteiite     di'    /ei  u    i|e«.    <|ne  /.     e>l  asscr. 

•.;rand . 

XiiiNi  H   n  est    n.is    nient  i<|n('iii('nl    nid   .    <    •■^\    «  c    ijik      iumi^    \.iiiIimii» 

•  \<  inunti  <'i  . 


izt.    <  .  iiisideiuiis    di\e|sis   siim's   H    .    le    nunilne/,   1 1  n  I  cs|)«nMl.iiil    .i 
I  une  d  eIN'H  se  noiuiiier.i    \r  pnii/s   d«'   eelle-ci.    (  ionsldel  «iii      un    |tn|>»- 


l'ROI'KII'IF.S    (;KNKHAI,I;S    DK    ci' «tains    GUOIPKS    AUTOMOBl'IlKS.  >  I 

iioine  il  coenicionis  consliuils  de  séries  W  •  par  une  substitution  de  1", 
eliaque  terme  est  midi  i  plié  par  une  puissance  —  h  d  u  dé  terminant  fone- 
lionnel  de  celle  substitution  :  h  siippellera  le  poids  de  ce  terme.  Si 
tous  les  termes  ont  même  poids  A,  le  |)oIjnome  se  nommera  une 
fonction  t>  de  poids  h. 

Les  fonctions  O  sont  ainsi  d'une  définition  au  moin>  aii>si  «générale 
([ue  celle  des  séries  (-) . 

13.  Le  quotient  de  deux  fonctions  0  de  niême  poids  ne  change 
par  aucune  substitution  de  V  :  cela  est  évident. 

Le  théorème  énoncé  au  commencement  du  paragraphe  9  est  donc 
démontré,  puisf|ue  ce  quotient  se  comporte  dans  D  comme  une 
fonction  rationnelle. 

14.  Définition.  —  Les  fonctions  invariantes  par  le  groupe  F  obte- 
nues de  celle  façon  s'appellent  fonctions  automorphes  correspon- 
dant au  groupe  F,  ou,  par  abréviation,  fonctions  automorphes  du 
groupe  F,  ou  de  groupe  F. 

lo.  Désignons  par  A  le  même  point  qu'au  [)aragraphe  11.  llexiste 
une  fonction  automorphe  de  groupe  F  dont  la  valeur  en  xV,  ainsi 
que  les  valeurs  en  A  de  ses  dérivées  partiellesjusquUi  un  ordre 
donné  quelconcjue  r,  sont  aussi  voisines  que  l'on  veut  de  nombres 
donnés  à  l'avance  quelconques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  avons  d'abord  à  calculer  les 
dérivées  de  0(:r, ,  Jfo,  . . .  Xn).  Or  la  série  0  est  une  série  de  fonctions 
/toloi/iorplies,  uniformément  convergente  dans  tout  ensemble  fermé 
intérieur  à  D  :  cela  suffît  à  prouver  que  ses  dérivées  s'obtiennent  en 
dérivant  terme  à  terme. 

Remarquons  maintenant  que,  le  déterminant  fonctionnel  d'aucune 
transformation  de  F  n'étant  nul  en  A.  les  dérivées  en  A  d'une  fonc- 
tion 0  quelconque  s'expriment  linéairement  au  moven  de  ses  déri- 
vées au  transformé  de  A  par  S.,„,  et  réciproquement.  Il  nous  suffit 
donc  de  démontrer  le  théorème  en  substituant  à  A  ce  dernier  point. 
Or,  si  S,„  désigne  la  même  substitution  qu'au  paragraphe  11,  il  arrive 
qu'au  point  qui  remplace  A,  les  déterminants  fonctionnels  de  toutes 
les  substitutions  de  F  sont  au  plus  égaux  à  un  en  valeur  absolue. 

Nous  changerons  donc  de  notation,,  et  nous  supposerons  qu'en  A 


I  lui-niu    I. 

loiilcs  Irs  Hiilislitiitions  (Je  I'  «ml  un  ili-t«'rinin:iiil  lniirtiuiinrl  .i«i  |>lii« 
«•}»al  ;i  ////  «Ml  \;ileiir  iihsdiiic. 

i\oii>  <illoii>  ili'iiiiirili'iT  (|iii-  Ton  pctil  lifiuvtT ////r  srrir  H  limii  \f> 
«lérivrf!»  jusqu'à  I Ordre  /•  ont.  .m  |ii)iiii  A  ainsi  ('liiii>i.  «le;»  valeni> 
.lussi  \oisine«i  «pie  l'on  xcul  il»*  \.il«Mir>  «lonnées  à  l'axancc. 

Pour  cela.   n«Hi>  allnns  «l'altor'i  (-li«tisir  la  fnncliiin    t.itionnrll'-  H 
|iui>,  la   l.ll^^anl  (i\f.  nous  (li'-lrrniinorons  Irnlirr  /. . 

.\«»ii>  |ii<nilion->  |ii>iii  M  iinr  (luirtinn  (|iii  |imiiir  «n  \  la  \.iI«mii 
«loni  on  vi'Ul  (lue  >oi|  \(M>in<'  la  \al«'ur  de  H  cl  dont  les  dén\«*eo 
juxin  a  l'oiilir/  |in-nnenl  i-n  \  !«•>  x.ilcuis  i  «'«.|MMMiNes  dont  on  veut 
•  nie  soient  mii-iim-n  |f>^  valeiii  «>  dis  dcrivf-es  df  H.  .s'il  «-xisle  d'.iiilrfs 
•iiilistiliitioiis  <|iii-  l.i  ■>td>-litiili()n  identique  dont  !<■  detcnninani  ioiw'- 
lionnel  en  A  ait  ////  |ioiii'  valeur  ahsoiue.  Il  et  toutes  ses  d«"rivees 
iiisiiirà  l'cuvire  /■  devront  encore  être  nulles  au\  poinls  en  lesquels  ces 
sidi^titutioiis  ili.iiii;rnt  A.  ('a-  <  lioi\  «je  II  r^[  ^)i>-^\\t\r.  |tiiisqnr  ton» 
ees  [loiiils  >oiit  ddliTrnts. 

Laisitons  inainlenani  fixe  une  foiu'lioii  II  satisfaisant  à  ees  condi- 
tions et  d«*terininous  /,-.  ' 

Ka  série  H  s<>  compose,  picninTeiiieiil ,  du  ternie 

et.  «IcuMciiiciiK'iil .  d Une  série  mliiiie  d  .mires  ternies.  "\«mis  allons 
il«'iuontier  que.  W  /.•  rst  assez  î^rand,  crttc  (Ifit.ricmr  partir  et  ses 
t/rrnrisJuS(J(tù  r  itl'dli'  f  stini  nii^si  fn-lilrs  (jin'  I  nii  reiit.  Nolrr 
proposition  sera  alors  eialdie. 

Or,   eonsidf'rons    un    leiiiie   (pieicoiupte   <!«•    eelte  deiiMeiiie    pallie   : 

11/  .  r  '^^  ^l,m.  ^t.m J"*!.*!  )  I  * 

" (^i,«i.  ^i.iin  •  •  . .  •'■»(,(«  '     ——      -  -    ; 

I  i>(  Ti ,   Xj,    .  .  .  .     >      '  I 

l'renoiis-'^n    une    deii\i-e    deterniinee    trordre    />  < /'        "    "*'     I"'"    "c 
ili'-ri\e  pasi.  Si  p  ^  l\  el  si  le  déterniiiiant  (onctioniud  en  A  .1  ////  poiii 
\  aleiir  alisidiie.   celle   dérivée   es|    nulle   en     \    d  .iprés    jeclnov      le    II 
Supposons    la    valeur  ahsoliie   du  d<'(«'riniiiaiil   loïKlioiiiiei    iiifeiienie 
a  lin       >>-\\i-  dérivée  est   le  piodiill  de 


I . »i <   -^  Luit 


|i.ii°  un  polviioiui'  en  />  d  ordre  f>. 


i>uoi'rii:ti:s  (.knkuakes  de  (.1::rtains  groupes  automorimiks.  '  > 

Traçons  une  liypersplière  S  de  centre  A,  de  rayon  assez  pelil  pour 
èlre  tout  enlière  intérieure  à  D.  Soit  g  le  maxinitun  du  rap[)ûrL  (le>- 
valeurs  absolues  du  déterminant  fonctionnel  de  toute  transformation 
(le  (l")  en  deux  |)()ints  arbitraires  de  S.  Parmi  les  substitutions  de  1" 
(|ui  nous  restent  à  considérer,  un  nombre  (ini  seulement  a,  en  A,  un 
déterminant  fonctionnel  de  valeur  absolue  supérieure  ou  égale  à 
I  :  4';  ce  nombre  fini  de  termes  donne  évidemment,  dans  les  séries 
qui  représentent  0  et  ses  dérivées,  une  somme  aussi  petite  (pie  Ion 
veut,  pourvu  que  /,•  soit  assez  grand. 

Restent  les  termes  dont  la  valeur  absolue  du  déterminant  fonc- 
tionnel en  A  n'atteint  pfis  i  I  i,' .  Pour  ces  termes,  dans  toute  1  livper- 
sphère  S  on  a 

"(a?i,/„,    ■'^■2,111,     .  .  .  ,    ^n.'ii  )        - 

les  'J./,t  étant,  pour  toutes  ces  valeurs  de  ///,  inférieurs  à  un.  et  la 
série  -|J.,^,  étant  convergente  :  |jl,„  peut  en  eflet  être  pris  égal  au 
produit  par  «•  de  la  valeur  absolue  du  déterminant'  fonctionnel  en  A. 
j^e  terme  correspondant  de  la  série  0  est  donc  au  |)lus  égal  à  ^Iu-,1. 
M  étant  le  maximum  de  |H|  dans  D.  Donc,  en  A,  la  valeur  absolue 
de  toute  dérivée  de  ce  terme,  jusqu'à  l'ordre  /■,  reste  inférieure  à 
M'jjL^^^,  M'  ne  dépendant  que  de  jNJ,  r,  et  du  rayon  p  de  IMiyper- 
splière  S  (').  La   somme  de  toutes  ces  dérivées  ne  surpasse  pas 


i]   n'étant  étendu   qu'aux   valeurs  de  m    qui    nous  restent.    Soit  "/.  la 
valeur  du  plus  grand  des  u.,„  : 


On  a 


M'2.^.  =  M').^2(x)'=^^'^-^2§ 


Donc,  pour  A    assez    grand,   cette  somme  est  aussi   petite   que    1  on 
veut  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Corollaire 


En  particulier,   ce  théorème  nous  assure  qui!  y  a 


(')  *)n   peut  prendre  par  exemple  M'^^M./r 
U'i-Tale  de  Cauchv. 


""/■I;  cela  se  \oil  au  iiiuxen  de  lin- 


IIM'Illll      I. 


Ai»  loin  liuiis  aiiUtiiiorplM-^  <|iii  ne  >ont  |i,i>  ii<-  «iiiiiilr*  roiislaiito  :  ce 
|»oiiil  ii«'  ri-Milliiil  |)as  «!«■>  |i.ii  .i^ni|)lir>  il  ù  !3.  Il  iiioiilre  aii>si  qu'on 
piMil  tri>ii\cr  //  liMiclions  :iiiluiiini-|»lit'!t  «loiil  l«-  tlrli-riinnaiil  foiictioii- 
iirl  lie  ^oit  |i.i>  i*i<-n|i(|ij)'iiiciil  nul. 

I(i.    I.f   lliiDii  inr   lin  |i,ii  .i^r.ijdir    I.*»   |hiiI   (Mkoi»'   l'irc    };«'iH'i*alls«'*  : 

Siiienl  A,.  A;; \,„  m  imiuls  du  i/"Hiiii/ii'  !)</'<///  iiitrun  /ir  xnif 

triinsfninif  th'  ijurhinr  iiiitir  nit  tic  lui  inilltr  fuir  «iiirh/ur  Mil/s- 
liliilioii  ilr  V .  Il  t'.rislr  iilors  dex  fi>nti<>ns  H  dn/it  1rs  rnlcuts  aux 
///  i>iiinls.  iiinsi  ifuf  relh-s  dr  Irurs  dii  t\fi's  jusiju  <i  I  Hrdir  r. 
Sont  iiussi  riiisincs  t/itc  l't>ii  rrut  de  nonihtt's  tluiui>s  à    I  timncf. 

Noim  aliiMis,  |M)nr  le  Noir.  (l)-l*-niiint'i'  tout  iralioni  l,i  fiuictiuii 
ralionnclli-  II:  iinu»  lui  (l(>iuu'riin>,  iiin>^i  (luâ  ses  «h'-rivres  jusHu'â 
r«>r(lrp  r,  le>  valeurs  donrK'PS  en  X,.  A^,...,  A,„.  I)f  [>lu-<.  niellons  à 
pari  loulcs  les  lransforniation>  <lr  I  .  ne  m*  r*''<luisanl  pas  a  la  Irans- 
forinalnni  nliMilMpn*.  tlonl  la  \aU>nr  alisolur  du  (l<'-lt>rnnMant  tiMiclnin- 

nrl    alhinl    an    niuiux    tt /i    en    «piilini  un    ili-s    |l^lnl^   A,.    A_. A,„  ; 

nous  a>Mijclli>sons  cnicMi'  Il  à  cire  nul.  ainsi  (Hic  ses  (liri\c«'S  |U>(pi  à 

I  ordn'  /•.  «-n  Imis  les   |»oinls  <pii  n'-sulimt   de    \,,    X^ A„,   par  ces 

UMiistornialiun-..  H  pt-nl  f|i<\  en  salisiaisant  à  ers  «iinditioiis.  liiii 
dans   IJ  :  rar  on    pi-ul    le    |ii<-ndi'c   l'gid   à   un   pulviioiiii-.    par  i-xriiiplc. 

II  «'lant  ainsi  li\i-.  on  prouve,  connue  au  para^iaplie  !">.  (pic  pour  /, 
assez  i;ran<l  les  eiuidilions  iinpos«''es  soni  sal  islailcs. 

17.    Soit  A  un  point   du  domain*-  principal  ipii  ^ml    pninl  doiilde  de 

ipiel(|Ue    Sul>slltu|i(Mi   S  du   ^l(MI|ie    I   .    Snll 


\j—/j  i-r,,    r,, 


(./=  \.J.    .  .-..  /») 


•  elle  sultsi  II  ni  mil    S.    Je   dis   ipie  li  s  m  il  1 1 1  pi  i  <  <itr  u  i  s  tir  rrllr  siil'sli- 
tiilln/i  rn    \,  I    es|-,i-dire  les  r.ieiiies  d)>  I  eipi.ilimi  en  .\. 


"A  '>/i 

—  s 
OJt  o.r^ 


'if,. 


''/'., 


OJ-,, 

'if. 


"/., 


Sn/it   tuus  r:;nii  I    ii   un   ru    i  tilrui    il/'sulur 


iMioritiiiTLS  (.i-:.\iinvi.i:s  m-:  ckhtains  (;i(Oui'i:s  alto.moiu'iii:s.  'x> 

Ea   oflet,  supposons   (iiie  s  soil   une    racine  de  celle  équation,   el 
(|uc  \s\  -^é  I.  ,v  est  si'irenienl  dill'érent  de  zéro.  Polncaré  a  démoniré  (  '  ) 


(  ')  PoiNCARH,  Sur  une  classe  nouvelle  de  Iranscendantes  i/ni/ornies  i  Jouinal  de 
Matliémaliques,  4°  série,  t.  VI,  1890,  p.  3i3).  Voici  la  déinonslialion  de  M.  Picard. 
k''g<  reincMl  iiiudilice  dans  la  l'orme. 

Soil  (.r,,  .r.^,  ....  a:,,,;  li,,  U.^,  ...,  H,,)  nue  Iransfuniiiaioii  hiraliodiiellc  ayant  pour 
point  double  par  c\enipl<^  x^  =  x.,^  ...  j;„,  =  o.  On  veut  lrou\  er  des  fouclions/,  {l)^ 
f.^{l),  ■  •  ■■  f,„{l),  liolouiorpiies  pour  f  =  o,  nulles  pour  ^  =  o,  et  telles  que 

(!)  //.{«O  -  lî/.i:./','(O..A(^i, 

Soit 


/„,(0I         (A=i,-! m). 


(A=i,  2, 


"'} 


el  soient 


P/,  =  V  kk,l,  Xh  (  /,•  =  I,  2,  .  .  . ,  ni  ) 


/(  =  ! 


les  termes  du  pi-etnier  dej;i'é  de  tJA-.  tin  cgalaut  dans  (1)   les  ternies   en    l,   on    trouve 

ni 

aai^  ,  =  7,  A/,,/iOr/;,i. 

h  =  \  • 

Si  l'on  veut  que  le<  rt/,,  1  ne  soient  pas  tous  nuls,  ceci  entraîne 


(■■<) 


A  (  a  )  = 


Ai,i— a     Al, 2 
A2  ,  A03- 


Al,;« 
Ao   „, 


1      A;»,  l  A;;;,!!  ...  Ain.  III  d 

Nous  ferons  cette  liypollièse  et  nous  admettrons  en  outre  ([ue 

A  (  a''  )  7=  o 

pour/»  entier  >•  i .  Nous  supposerons  encore  \a\  >■  1  ;  on  |)cut  toujours  salisf.iire  à 
(•es  hypothèses  en  prenant  pour  a  la  racine  de  (a)  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  en 
valeur  absolue,  et  en  remplaçant  au  besoin  la  substitution  biralionnelle  par  son 
invei'se 

I.es  a/,,i  étant  délerminés,  prenons 


iloi 


/a- (t)  =ah,\t-^  Fa  it): 


lv,(«o  =2]  aa.aK,,(0-+-Sa(/,  K„  F„  ...,  I-,,.). 


les  Sa  commençant   par  des  termes  du   second   degré.  On   fera  des   approximaiions 


«|n  il  «•xislf  /i  foiiclions  ï,  (  r  i.  3j  (.)'),  ....  ©n  (.»  '•  li<'loin<)r|i|ic> 
pour  1  -  «t.  *»•  ri-ilnisiiiii  |miiii  r  =  <•  ini\  «•oordomiéc?»  tic  \  «i 
Irllcs   iiiir 


Il    «'M    ri'Millr    <iii  .i|>iilii|ii< 


|ii  .i|>|iiii|ii<'r  u    2, 


)-)    Itf    6lll»li 


liitioii  S/'  r(>\iriil  ,t  V  cliaii^ri-  )  rn  .v/'(  :  s''i  «'taiii  .ilors  uiissl  voisin 
ilf  /('-r»»  <|ii  un  \riit.  |iinii'  i  ilonrn*.  à  contiilion  «Ir  r|ioi>ir  j»  a>scz 
^l'iiml  i-n  N.ilciir  ahsoinc  cl  ilr  >i<;nc'  conxcnulilr,  (in  \<tit  <|ii('  l<'<> 
\.il)-iirs  des  'z,  |i('ii\i'iit  «'-lir  it-niliirs  ;iinsi  aussi  Noisines  (|iie  I  on  xciil 
t\vs  ('o<ir<ionn«'«-N  Av  \  :  dctiic  i  j;  i.  p.  Il{  i,  A  n  r^l  pas  mi  piuiit  du 
(loinaiiit-  principal,  (-oiilraiicnicnl  à  I  li\  polli<-N<-. 
(«t'itc   toiili  adici  mil  |ir(>ii\<'  la  proprn-lc  <iion<<'c. 

IS.    I  >ii  i«-sir,  SI  S  appui  ICI  il  à  un  i;roiij»c  dis(  onliiiii .  ses  puissances 
\    ap|)atii(-iin<-iit  an^-i.  I><iiir  ces  puissances  ne  loniM-iit  ipi  iiii  iiiiinlii.' 


succes-ivrs 


l>    I 

(  A'  --  I ,  • III  :  f)       I ,  ■> X  ): 

i'li,o(t)    ;  «.  /.         ..  J fil  ). 

Les  Fii./)4-i,  coiuiiicn^-anl  \>nv  di-s   lerincs  liii  sc<'onil  «lcpr<'',  suiil    tlelcrniim-'*.  car  le- 
uefliciciits  de  (i.  soient  /u  />•*>/    m'"'  «Idihk's  |);ir  li*<  oquiit  iniis 


«♦ 


ai. />,).,/  —X,  Ax, /,6/i./.^i.,/  -  leriiics  roiuuis, 


■  lollt    II-   ili-li-l  llllll.llll    i*sl 


/.    I 


^i,ii  )       ..         ,  7 
Kcoli'  l.i  i|ti<^tioii   lie  I  on\  eri;eiir<-.  On  |iciil  t-iiin 


I-/1  ,,4.i(c//)-  lù,,,(a/;      ^\       I  !•■/,,..  i(n —  ••■/./.(  O 


s,  ,  /•  if,      ,  _  st(/:  Ka      .,  ,. 


I..       •><.<    <>ll<l      lut    llliil  <       •-!       I11.IJ..I.  |l<MII       |/j 


l:    |.|ii. 


l'ROI'KIKTKS    (iKNKHALKS    l)K    CEUTAI.NS   (iBOUPKS   ALTOMOIU'IIKS.  '7 

(ini  de  subsLilulions  dislincles.  Donc  il  y  a  un  ciilieiy^  Ici  <|iic 

Ihinc  Ions  les  m ii lliplicaleufs  smil  alors  des  racines  p'<'"""^  de 
r unité.  Nous  voyons  du  même  coup  que,  nicnic  si  les  multiplicateurs 
ne  sont  pas  distincts,  S  peut,  ])ar  un  cliangemenl  linéaire  de  variables, 
être  amené  à  la  forme 

\j  —  sj  Xj  -4-  tenues  du  second  degré  au  moins  (y  =  1,2,  ..../*), 

A  étant  maintenant  à  l'origine  des  coordonnées,  et  5,,  so,  ...,  .v„ 
désignant  les  mulliplicateurs. 

19.  Considérons  un  groupe  discontinu  F  dont  toutes  les  substi- 
tutions aient  A  pour  point  doublé  dans  le  domaine  principal  :  ce 
groupe  r  comprend  alors  un  nombre  fini  de  substitutions.  Les  fonc- 
lions  B  sont  i-ationnelles  ;  les  fonctions  aulomorpbes  sont  aussi 
rationnelles. 

Ces  fonctions  antomorphes  ne  se  comportent  pas  en  A  d'nne  façon 


(H  ses  mineurs  sont  inférieurs  à  ;j.a'""— 'i*/  (  a'  =  \a  |),  )»  et  ;j.  étant  des  nombres  conve- 
nables. 

On  en  déduit  que  F/.,/)+i —  K/.,/)  est  majoré  par 


Y^  m  M  [j.  /■    t    \q 

^       À      ^  oa'  I 

Mais,  soil  [x^,  le  maximum  de  |  Fy(,^,+i —  ^k.p\  pour  |  ^  |  <  p:  on  a 

I  S/;-  (  /  :  Yh.p  )  —  S/,  (  t,  F/;,,,_i  )  |<  V  [j./,_, , 

•/  étant  aussi  petit   qu'on    veut   si   o   est    assez  petit,   puis(|ue   S/,  commence  par   de- 
termes  du  second  deyré;  donc,  on  peut  prendre 

et  par  suite 

m  îxv   v^ 


m  U.V    y-^     I 
V-p<  V-p-i  -y-  2-  ^  <  "^ ■'•/'-'■ 


Si  p  est  tel  que  ni  «Ci,  on  voit  que  la  convei"gence  a  lieu.  Les /a  existent  et  sont 
liolomorphes  pour  \t\<Co.  Alors  (i)  permet  de  les  prolonger  analytiquement  :  on 
voit  ainsi  successivenient  que  les//,  sont  mëromorphes  pour  |<|<pa'.  pour 
U  I  <  P«'',  .  ■   ,  pour  I  ^  I  <  pa'''  (/•  =  2,  3,  .. .,  oc),  ou  quel  (jue  soi;  t. 


<|ii(*l(*(ini|iir.  >i  util-  Mili^lil  iiiioii  lin  ^roii|M>  I' <■>!  mise  sous  la  (diiiic 
in(ii(iiii''(*  ;i  l.i  fin  lin  |mi  .i^imiiIk-  |)|  i'-('(''ii<'iit  .  mi  :i 

/^«'•lant  une  fonclion  .intonioi  |>lic.  >i  /'r«i  liol<iiniir|ili<-  à  l'ori^inr.  relU* 
rrlaticMi  eiitiMÎiic  cfilaiiu's  rrl.iliouN  nilir  le»  coL-fliiiriits  de  sou 
ili-\(*l<t|)|M-iii('nl  t-n  scvw  fulii-n*  ;  iiinsi,  >i  .«,  --  i.  /  n'a  i»;!-»  <l«'  Ifiiin- 
en.!,.  Il  (*st  alors  iiiuiiifrsU'  (|ih'  la  |)ro|M)si(ion  (l«'-iiiiuilri-c  an  paiM- 
;;ra|ilie  l'î  *l<Mnanilrrai(  «les  rrsii  irtion^  dans  -a  <-iMM-lnsioii  si  I  i»ii 
VMdIait  <°uin|>r)-nilr<'  !«»  i  m>>  «m  \  (■■«I  |Hiinl  iltmltji'  ilr  <|n(-|i{n<'  miI»sIi- 
Indon  clc  1'  i  '  i. 

!20.    Polyèdre  fondamental.  Non-    noinnii-rnns    fHtfyrJir    (ou 

/i  \/ii'ifi"/\>i/i<  I  iiitiliiiitritdil  (1  nn  ^i(tn|M'  (lix'ondnu  I'  une  |M>r- 
tion  I'  lin  iloni.tiiif  |)iin(-i|)al  ili'-linir  par  il**»  >vslèin('S  d  iiicgnlilrN 
>iiiuiltan«''es  lcllr->  ijnc 

o(  j-|,  X,,  .  .  . ,  x„  I  >  o,  •!.(  .r,.  X. r„  »  _  o, 

|iorlion  à  lai|ni-ll<-  un  pcnl  a(l|iiiniiri'  lis  iioinl-  >ati-fai>anl  a  rcit.iiiis 
sVSlènirs  li  l'ijnahnn-  ri  il  im-^^alili-s  »ini  nll.inir-.  Ici-  i|ne 

/{Xi,  Xm x„  i(  X|,  .rj.  .  .  . ,  j-„  I  /•  O,  •!,(  J),  j-j, r„  \     o. 

rctir    jmihon  I'  ilani   Irllr  iini'  : 

I  "  i.c  iLiiisfoi  ni)'  par  nnr  >nl)>l  il  ni  n)ii  lic  1'  il  un  puinl  A  lic  I'  ne 
fassr  pas  parln'  ili'  W  -ani  >i  \  i--l  |iinnt  ilunlile  lir  i  <tti-  >nl)>li- 
lulioii  ; 

7"  (  n  piiinl  li  cl. ml  ilonm-  ilan-  ii'  dinnaini'  priin  iii.ii.  il  \  ail  niif 
snl*-lil  ntion  ili'  1    ipii  I  .inniir  ilaii-  1*. 

Si  //  I.  on  ilir.i  m  liiii.iiii-iiii-nl  /»<//rj.''<//c  an  Inn  lir  |iit|  \  nli  r. 

^1.  1 .1  poiviilrc  toiiilaiiiciilal  ainsi  lii'-lini  i-^l  lii-  iikIi  ii  i  niiin  .  >i 
I  on  a  ol)  le  lin  nn  pol\i-<lrt'  loin  la  m  m  ta  I  !'  iln  ^roiip«>  T.  ili-ioni  posons- le 
rn  ii«-n\    porlioiis   I"  <l    1*';   applnpnins    a    I'     nue   -nli^l  il  ni  mn   ili-    1  . 


(')    I^    pr<>po»iiiun    KvnéràUiéc   «r    Iroiitr   ibn*    lu    Noir    qui    «ml     rr   Cli<i|i«trr 
<  !»  r.  à  37). 


l'Uoi'itiKiKS  (ii-;.M';u\i.i;.s  m;  cichi'mns  (.uoipks  AiTOMonrm;?.  >\) 

(jiii  le  Iriinsfoiint;  en  l^  '  :  ICiiscinlilc  de  I*'  cl  de  V"  esl  encore  un 
polyèdre  iondaineuLal. 

Si  l'on  a  obtenu  un  polvt'die  londaineiilal  1^  eL  (]u On  lui  applique 
successivement  toutes  les  substitutions  de  F,  on  obtiendra  un  système 
de  polyèdres  tel  que  tout  point  de  D  fait  partie  de  l'un  d'eux  et  d'un 
seul  :  il  n'y  a  exception  que  pour  les  points  doubles  des  substitutions 
de  r  non  identiques. 

!2l2.  Il  n'est  pas  évident  qu'un  groupe  dis('ontinu  1"  admette  loujours 
un  polyèdre  fondamenlal.  Nous  allons  le  dcmoritrer  parla  /nrl/ioc/c 
(lu  rayon  n  cm  en  t. 

Soient  A,,   A,,   ....    \,„  m  points  quelconques  du  domaine  prin- 
cipal ;  m  peut  être  quelconque,  de  a/i  à  l'infini.  Soient  ;'/'',  ;','",  ....  ç|/' 
les  coordonnées  de  A/,.  (Considérons les  ni  fonctions  de  r,,  Xo,  ....  ./•„ 

OÙ  F  est  rin\ariant  ("ondamental. 

Appliquons  successivement  toutes  les  substitutions  Sy,  de  Y  aux 
variables  ç;  soit  <!>/(  S^,  ce  fpie  devient  ainsi  <!>/,. 

Supposons  que  (.r,,  .r^,  ...,  Xn)  soit  un  point  fixe  du  domaine 
principal.  Soit  M  un  nombre  compris  entre  a'  et  "k'  (H,  7).  Je  dis 
qu  il  V  a  seulement  un  nombre  fini  de  svstèmes  de  valeurs  de  ^  et 
de  //  tels  que 

En  elîel,  quand  p  augmenle  iadt-finiment,  les  transformés  des  A 
ont  pour  point  d^iccumulation  uniquement  des  points  de  la  frontière 
de  1).  Donc  les  tl>/,  S.,  lendenl  \ersA".  ce  (|iii  (b'monlre  la  propo- 
sition. 

Donc,  il  y  a  certains  systèmes  de  valeurs  de  A  et  de  p  (un  seul 
système,  en  général,  si  aucun  des  A  n'est  point  double  d'une  substi- 
tution de  r  non  identique)  pour  lesquels  <!>/,  S/,  atteint  son  minimum 
absolu. 

Cela  étant,  une  condition  nécessaire  pour<pie  lepoinli  x^ ,  .r., r  „  i 

soit  dit  appartenir  au  polyèdre  fondanien I al  rayunnr  P.  de  cenhcs 
A,,  Ao,  ...,  A,„,  est  que,  pour  lun  de  ces  systèmes,  />=:  i.  S,  étant 
la  substitution  identique. 

Si,  pour  tous  ces  systèmes,/;  =  i ,  la  condition  est  aussi  sujffisanle. 


(  II.VI-ITHlt    I 


Si   Ir    iiiifiiiiKiiii    «st    allcinl   pour   /'        i    <'    pour   (livfr<»f>    mires 

\aleiii!>,  p\ /> y'*'  de  /'.  *»n  laiifjei.i   <l;iiis   |*  nu   «•!   un  >rul  «les 

Itoiiils   olitetui>i   fil    a|i|)liq(iant    à   (.r,..r.. *„>   l<">   jiul»-.liliili<>M«» 

iiiverst'S  <l«' S,,  S^ S*  .  I-c  «liniv  pourra  >e  fairo,   par  «•x»*iiipU*, 

«•u    rruiplai'.inl.    pour    1rs    pniiil-.    <pii    pn-snilrnl    rillc    pari  i«  ii  lalilr. 

V,.  Aj A,„   par  d'aulrcs    poiul".   «-n    iiouilur   ipic!<Mii(pw  :    jmiis. 

pour  li's  piiinls  pcnir  l«>»juti>  «cla  m-  suflirail  «ncor»'  pas.  on 
adupli-rail  un  Iroisioino  svslt'iiii"  dr  cecilres,  ri  aitiM  «If  sinic.  I.c  s«'ul 
ras  où  If  flioiv  iif  pfiit  s.-  lairf  fsl  relui  où  (.r,..rï.  ...,J„)  esl 
poitil  «louMf  <lf  cfrlaiiifs  sulisiilulioiis  de  1"  :  dans  fe  dernier  <*as.  on 
ranj;f  dans  I».  par  li's  intMUfs  nicllioilf  s.  un  <l  un  sctil  <lfs  lrans(f!rnif> 
de(x,.    / r,,  )  dillf rf nts  (If  liii-uMMur. 

Il  «'si  i-vidcnl  «pif  P  <s|  incn  un  polv.drr  |..nd.iniiiil.d .  Il  m  <>t  pas 
forc«''nifnl  lin«'-airfiuf ni  i<.nn<  \f . 

Si  aufunc  transfornialiun  de  1  uf  rli.ini:r  un  d«s  \  .m  hii-ui<  nif 
ou  fn  un  anlrf  dfs  A.  If  cliuix  d. mires  crnUfs  n  fsi  .ddi^aloirf  «pif 
pour  lis  pcnnls  lionlnrfs  de  I'. 

"IW.  1.1-  |i«d\fdrf  fondainf niai  raxonm-  a  pour  Iront i<"rf  un  cfrlain 
niunliii'  ilf  portiiMis  Ar  rnnlt iplif il*'s  : 

C.fs  portions  de  iiiullipliiit<''s  se  noiument  Ifs  Jiicrs  du  p«dvfdr<-. 
Plus  pifcisi-inenl,  uuf  /iir>-  du  polvidrf  «si  une  niullipli<ilf  j.  n  -i 
fois  flenduf  Sfrxani  de  lrunlni«'  «itnirnunf  à  P  fl  à  un  «If  ses  Iraiis- 
forinés,  ou  l)i<Mi  <'fsl  une  p<ulion  ». //  i  ims  «'•U'nduf  Ac  la  Ironlièif 
«lu  doiuainf  principal  I)  qui  s(.ii  en  nie'iuf  t«'n>ps  Iroutn-ic  «If  P. 

Un  |i«d\«-ilri'  fondauif niai,  dmil  l«s  points  mh-rifiirs  sinil  «Iflfi- 
iliinés  par  l.i  «  nnsid"'i  aliiui  «l'un  ««nlii-  unnpH'.  <st  «on\<\<'.  «  t'sl- 
à-«lirf  sihir  d'un  ni«''ni«'  «itti-  «l«-  i  Ii.icuih'  «If  ses  la» es  pridiin^«-«-  in«lf- 
liniiiiful  •■  '  I. 

Le»  lacfssoiit  liniilcfs  pat  il«s  antrs  o  2fi  a  tium/isinns,  «  «llfs-ci 
par  des  ttrrirs  à  y. // -  >  iliniciisinns.  d  ainsi  d«-  suit»-,  jiisipi  aux 
(irrtf's  a  i  iliniffistOn  .  «pii  sont  (dl«'s- nirmcs  liinilcfs  p.ir  «Ifs 
.Mininiris . 

Si    //  rr:  I  ,  on    «lila    «n  1 1 1  lia  il  (•liM'li  t    r>',/<     an    Inil   Ac    fiicr.     I  .«-s  ;irf  lC4 

'  ■  CpIi  nVnlrHlnf  p»*  i|<i"ii  ' I'""  ■•■  "'  ''n»"' 


i'iu)i'itii;ii:s  (ii;M:n\i.i;s  m-:  ckuiains  (.uoii'KS  ACTOMOiti'iiKS.  or 

n'existent  plus  dans  ee   cas  :  les  cotés,  avant   une   seule  dimension, 
sont  limités  par  les  somntets. 

l^es  faces  ou  côtés  et  les  arêtes  peuvent  pénétrer  dans  linlérieur 
du  domaine  princij>al  1)  ou  èti-e  entièrement  situés  sur  sa  frontière. 
IjCS  sommets  |)(Mi\eiil   èlic    iiilérieiirs  à  D  ou  situés  sur  sa  frontière. 

l2i.  Si  l  on  sorl  du  polvédre  fontlameulal  V  en  franchissant  uue 
face  ¥  non  située  sur  la  frontière  du  domaine  |)rincipal,  on  entre 
dans  un  autre  polyèdre  fondamental  P'  transformé  de  f*  par  une 
substitution  S  de  T.  Appliquons  à  P'  la  sul)^>titulion  S""'  :  il  vient 
coïncider  avec  P  ;  F,  considéré  comme  face  de  l",  vient  coïncider 
avec  une  face  ¥'  de  P.  En  général,  V  et  F'  sont  distinctes  :  on  dit 
que  ce  sont  des  faces  opposées  de  V.  La  définition  des  faces  opposées 
est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  F'  et  F'.  Il  est  clair  cjue  de 
deux  faces^qppo9ées,on  peutconsidérer  l'une  ((frontière  non  comprise  ) 
comme  faisant  partie  de  P. 

Si  F  vient,  par  S""',  à  coïncider  avec  elle-même,  el^e  ne  fait  pas 
tout  entière  partie  de  P.  La  méthode  indiquée  plus  haut  permet  de 
la  décomposer  en  deux  parties,  P'  et  F',  dont  une  seule  fait  partie 
de  P.  Alors  S  '  amène  ce  que  nous  appelons  maintenant  F  à  coïn- 
cider avec  F'.  F  et  F'  ont  une  frontière  j. /i  —  2  fois  étendue  qu'on 
appelle  arête  non  apparente  de  P.  F  et  F'  sonj^  ainsi  considérées 
comme  faces  distinctes  et  opposées  de  l\ 

!2o.  Considérons  une  arête  a^,  kp  dimensions  du  polyèdre  P;  v.p  peut 
être  apparente  ou  non  (').  C'est  une  frontière  commune  à  P  et  à 
d'autres  polyèdres  transformés  de  P.  Supposons  que  a.p  ne  soit  pas 
lo:it  entière  sur  la  frontière  de  1)  :  alors  ces  autres  polyèdres  sont 
en  nombre  fini  si  P  est  rayonné. 

En  etTet,  soit  lî  un  point  de  a^.,,  non  situé  sur  la  frontière  du 
domaine  principal  D.  Soient  A,,  A-j,  ...,  A„,  les  centimes  de  P  (ceux 
tout  au  moins  qui  font  partie  du  premier  système  de  centres).  11  y  a 
une  multiplicité  cyclique,  de  centre  13,  qui  passe  par  l'un  au  moins  des 
points  A, ,  Aj,  ....  A,„,  et  par  certains  transformés  de  (juelques-uns 
de  ces  points   :    le    nombre   de   ces   transformés    est  au    moins  égal 


(')  l>cs  an-les  non  ;ippavenles  sont  tlrjà  ch'linics  i)oiir  //  =  2/j  —  ■>  :  elles   le   seront 
ullt'iieuiement  ptiur  les  autres  valeurs  tic  p. 


iivi-iiitr.  I. 


.111  iiiioiuiil  11.11  '/  ilii  iiDinlirr  <l«'s  |>ulMili-t-s  loiiiLiiin-iil.iii v  i|iii  uni 
x„  |n»iir  fronlirrf.  !«•  iiumlirr  litii  »/  «'•l;iiil  relui  «!«•>  Mil)>lilnli«»ii* 
•  le  r«|ui  tli.iii^riil  <|iicl(|iics-uii«i  (Ifs  A  «'Il  «Mix-iiw'mi's  ^f^t  le>  iin>  «laii« 
les  iuilr(*s:  iMi  rW'rl.  .'i  rliaciiii  <l«*s  |Kil\«Mlrr>  i|iii  oui  7.j,  nonr  li-.iii(iôri' 
corresiiDiiil  mu  iikhiis  un  rciilic  tjiitin.iiil  .'i  I  iii\.iri;iiil  ri)ii<l;ini«'iil:il 
rorrrsnoiuliinl  .1  H  sa  v.ilciii'  iiiiiiiinnin  ;  el  ce  <'<'iili<"  m-  |trnl  l'irt*  l«- 
iiit'ine  iMMif  |>lii«.  ilr  Y  |")l\<<lr"">-  Mais  ««'s  Iraiisfoi'iiii'»  «If»  A  *<>iil  ru 
IltUlll)!'!'    lini,    |»iii»i|iii-    l.i    iiMllli|>lli  Ile    CM  l|(|t|i-    «le    1  «iilic    li    < -I     loin 

(•iiliiTf  inléri«'iir«*  à  1).  l)on<-  il  n' \  a  aii-si  (lutiii  iioiiilm-  liiii  ilr 
nolvt'dn^s  )|iii  ait  7.j,  cominc  Irniiliri»-. 

Soil  /■  II'  lUMiil)!*'  «le  cc^  |ii»|\  l'ili-c^,  I'  (  itiii|ii  !«■.  \  |>|ilic|ii(Mis  .1  «  liai  un 
.li-ux  la  II  ,iii><ritriiialii>ii  (jiii  !«•  laiiiiiic  ~iii-  I'  :  /.,  xniil  (i<iii(mi  un 
iiuiul)!»'  <!•'  posilions  rgal  a  /•  «ni  à  un  ili\i><»'ui-  «le  /•.  la  [losilion  iiiilial<' 
"l«'  a„  rlanl  c<»in|Mist*  «laiis  K-  «-r)!!!!»!»'.  Si  «c  iKiniIno  rsi  ,'"^a\  à  /•.  ini  dil 
«lue  rrs  r  (irrtrs  n  j*  tliinrmilniiK  fniniint  itn  cyi/r.  Si  «c  iioinlin- 
rsl  un  (lixisriir  /  '.  s  ilr  /•.  i  f»!  <|ii  il  \  a  .\  >.ul)slil  uliolis  (|iii  f<ml 
revenir  v.„  ^ur  lui-iin"iiif.  Mm-^  ilru\  <;!>  suni  à  <li«iiiii;nci ,  Nuivanl 
iiiie  ces  s  siilitilnl  lotis  uni  on  nmi  Ionien  à  la  lois  pour  |)(nnlN  doiilnes 
Ions  It's  inniils  i|r  7^,.  I  ),iiis  |r  |iit'iiiiii  (  a>.  on  ilil  <|in-  lis  /■  ;  .v  arèle-» 
rminent  un  cn  «le.  I  )ans  le  second,  on  ne  pi-iil  |»as  «-(tiisidi-ri-r  y.p  comme 
faisant  tout  entirre  parlie  de  I';  la  iin'-tliode  déjà  connue  |n'rincl  tic 
cjivisi-ra,,  <n  un  ci-rlain  noniltic  d<-  |)iM'lionN  à  fi  diuii-iisKUis.  dont 
cliacniK;  11  csl  Iranslornn-c  en  l'Ilc-inèinc  i|uc  par  l<'>  -«ulisl  ilii' ioii> 
«lui  oui  pour  poinls  iloiildes  lous  le-,  poinl»  ilr  y./,.  <  .«-s  porlion>  ^onl 
considérées  comme  dos  an-le-.  di^i  iiii'lc>  :  <-ll(»  >onl  xcp.irrcs  par  de^ 
luulliplirilts  a  /»  1  diiiiriisi  mis  ikimiiii  es  iin'trs  tinii  tipfXirrntrs, 
itii  sniii/urts  iinii  iijtfxin'nl^  s|  yi  i;  en  p)ii;iianl  ces  arcles  à  ^»  dimen- 
sions à  li'iirs  Iraiislorinces  sur  !fs  /■  ;  v  arèles.  o//  nhfh'fif  un  cyrlf. 
par  d<'-liiiilio!i . 

I)aiis  tous  les  c.is,  le  iiiinlui-  drs  .ircles  du  1  \clc  dont  lail  pirlie  7^, 
est  i-;;al  au  «piolienl  du  iioinlne  lolal  des  p  d\ édrcs  cpii  oui  7j.  |ioiir 
iroiilière  pu  le  noiidin-  des  sul>s|il  niions  de  l'ipii  onl  pour  poinls 
doiijdes  Ions  les  poinls  de  y^,. 

I.cs  sulislilnhoiis  OUI  amciienl  .1  <  omi  idi  1  .iv<  <  1'  i<  s  |Mdv<  dics  ipii 
oiil  sur  leur  Ironlii-rr  l'arêlc  7 ,.  s'app»dlrnl  les  siifisfi tutunts  rttrtrs- 
ftotititinl  n  7 f. 

On  délinil  dr  la  nnme  lai  un  li-s  i)tlis  »/«•  xamniris  non  siin«->  >ur 
l.i    fionliiif    du    doinainr    M.     !.<•    lloinlirc    drs    soiiiliiris    <iu    cvcle    es| 


pnoPuiKTKS  (;ener\lks  de  certains  groupes  AUTO.MORPIIKS.  .) 

e;icore  égal  au  fjiiolienl  (lu  nombre,  fini  si  P  esl  raj-oniié,  des  polyèdres 
qui  ont  Y  un  d'eux  pour  fronlière  par  le  iionijjre  des  suhslituflons 
de  r  qui  oui  l'un  d'eux  pour  point  double. 

La  définition  du  cycle  est  évidemment  symétrique  [)nr  rapport  à 
tous  ses  éléments,  sommets  ou  arêtes. 

Si  l'on  considère  un  sommet  situé  sur  la  frontièie  de  D,  ou  une 
arête  entièrement  située  sur  la  frontière  de  D,  il  peut  être  frontière 
commune  à  une  infinité  de  polyèdres,  même  si  P  est  rayonné.  Néan- 
moins, on  définira  les  cycles  de  la  même  façon;  si  P  n"a  cpi'un 
nombre  fini  de  faces,  les  éléments  de  ce  cvcle  seront  encore  en 
nombre  fini,  les  nombres  des  arêtes  et  des  sommets  de  1^  étant  alors 
aussi  linis.  Toutefois,  cette  conclusion  n'est  pas  légitime  si  l'on 
introduit  les  arêtes  et  les  sommets  non  apparents;  il  faut  alors  sup- 
poser que  tous  les  éléments,  faces,  arêtes  et  sommets,  apparents  ou 
non,  sont  en  nombre  fini. 

En  ce  qui  concerne  les  cycles  d'arêtes  à  2/1  — ■  2  dimensions,  il  y  a 
lieu  de  considérer  un  ordre  de  succession  des  éléments  du  cycle, 
ordre  déterminé  par  Tordre  dans  lequel  se  succèdent  les  difTérenls 
polyèdres  adjacents  à  une  même  arête  du  CAcle.  Pour  les  cycles 
d'arêtes  à  moins  de  2/1  —  2  dimensions  ou  de  sommets,  il  y  a  lieu  de 
considérer  de  même  la  disposition  des  éléments  du  cycle. 

Si  le  pohèdre  fondamental  P  n'est  pas  rayonné,  on  définit  encore 
de  la  même  façon  les  cycles  d'arêtes  ou  de  sommets.  Ces  cvcles  n'ont 
qu  lin  nombre  fini  d'éléments  si  P  n'en  a  lui-même  qu'un  nombre 
fini. 

26.  Soient  P,  P,,  P.i,  ...,  l^/ _  I  les  polyèdres  adjacents  à  une  même 
arête  y.d  2  n  —  2  dimensions,  non  située  sur  la  fronlière  de  D.  dans  leur 
ordre  de  succession.  Soit  13  un  point  de  cette  arête  ;  traçons  une  courbe 
fermée,  dont  tous  les  points  soient  voisins  de  B,  et  qui  tourne  une  fois 
autour  de  l'ai'êle,  en  ti'aversant  les  /•  polyèdres,  l'artons  d'un  point  de 
celte  courbe  situé  dans  I\  et  suivons  la  courbe  de  manière  qu'er)  sortant 
de  I*  nous  entrions  dans  P,  :  unt;  transform.ition  Si  de  V  ramène  dans  P 
1  arc  de  courbe  situé  dans  P, ,  et  la  courbe  tourne  jnainlenant  autour 
de  l'arèle  a,  f|ui  fait  suite  à  y.  dans  le  cvcle.  En  suivant  la  courbe 
transformée,  nous  entrons  dans  le  j>olyèdre  transformé  de  P^  par  S|  : 
une  nouvelle  transfornuilion  So  le  ramène  encore  sur  1^.  et  amène 
a,  en  y.,.  .Tournant  autour  île  7.^,  nous  introduirons  une  transfor- 
GiiiAUD  ; 
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matiou  >,.  «l  ainsi  «Ir  «-iiilt-  jn-siiuà  la  (raii<ifoniiation  S,  ,.  c|iii  f>l 
tellr  «|UO  S,  S,  ...S,  ,  ninirne  -m  P  la  pailir>  tl««  intln-  rourl»r  |tmni 
livf  située  tians  V,  ,.  ('.tmlinnons  à  suivre  «elle  coiirlie  :  nous  inlro- 
(hii-îons  S,  telle  cpie  S,  S..  ...S,  r.im«Mic  P  sur  lui-UH^lue.  Mais  V 
n'a  pas  «l'autre  sul)sliinlion  (jue  la  suhsiilulion  iWeatique  qui  jouisse 
<le  cette  propri«'"l«'".   honc 

(  )i  >, .  > >,  >t»nl  en  somme  les  sub^lilllti«»n^  <pii  IranNlornu-nl 

lune  ilans  l'autre  les  faces  opposj^es  «le  I*,  atljaeentes  aux  arêtes  du 
evcle  «le  7;  si  r»-  c\i\r  ni-  (onlieiil  que  /•  ;  s  ar«}tes,  et  par  suite  ne 
clf'Mcrmine  «pic  /"  I  >  paires  «le  laies  opposées,  chacune  des  sul)stitiiti«ms 

corresju.ntlantes  se  nqiélein  v  fois  dans  S,,  S. S,,  de  telle  sorte 

fpH'  la  r«'lali(in  pr«"«t(lcnl«'  s  r(Tira 

(s.s,...s,.y=.. 

AiiiM.  Itxil  pul>cdtc  liMul.iiiHUl.il  r  ili'  quclqur  j;roupf  1"  «onlii-nJ 
un  noud)rc  pair  de  faces,  réparties  en  paires  de  faces  opposées,  les 
faces  d  uni-  m«"inc  |iaire  élanl  transformées  l'une  tIans  l'autre  par 
qufhpir  sid)slilulion  il«'  !'.  ilou<-  par  quelque  sultslilulion  «le  (  T  ). 
(i«'llc  ri''parlili«»n  «11  Lues  opposées  étant  faite,  un  «onnait  les 
cvcles  d'arèles  à  '  //  '.  «limiMisions,  sans  (pi'il  soit  lUMcssaire 
«le  tra«er  les  pi>l  \««lris  adiaccnls  à  V  :  car  S,,  p.tr  e\«iupl«'.  c>l 
la  sulistitulion  «pii  «liante  la  fa«e.  p»r  la«piel|e  (»n  sort  «le  I'  en 
tiiMinant  autour  de  laréle  a,  «11  la  lai  «•  opposée;  on  «mi  «leiluii 
rarèl*'  y,;  l'autre  face  adjacent»'  à  a,  est  clian-;»''»-  en  snu  «q>p«isée 
jiar  S;.,  «1  ainsi  di-  siiile.  Murs  loiH  cvcle  doit  «lonner  li'M  •  'ii<<- 
relation  telle  «pi»' 


ipi  un    pi'iil    ••rrire.   111   .i|ipil.iiil  -/    If    iminlin'    /    I  >   «les  éléuniils   du 


S,^.     Iraicr     le 


On     peiil.     <  oiiiiaiss.int     S).    !^...     ■ 

r,,  \*j P,^,     ,    adja««  lits   à    v    :    il   liul   que   loiil    poiiil  voisin  «le   x 

soit  intérieur  à  l'un  dt-ux  et  .1  un  s«miI.  \od.i  d«s  londilions  u«-««'s- 
s.iires  pour  «pie  I'  soit  pidvèdr*  loiid.tiiieiit.il  d<  ipnlqui-  i:roii|'e  I 
I  oiiipii»  d.ins  1  r  i. 
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l^ss;»yoiis  (raj)|)liqiier  (\c^  coiisi<léralions  nnalogiirs  à  une  arélc  a 
entirremciil  siliu'C  sur  la  l'roalièrc  de  I),  P  a'ayaiiL  qu  un  nombre 
fini  de  faces,  arêtes,  soininels.  Alors,  nous  ne  pouvons  fiiirc  un  lonr 
('()Mi|)leL  autour  de  a  sans  sortir  de  D.  Comme  nous  \otdons  resicr 
dans  D,  nous  n'exécuterons  pas  ce  tour  complet.  Nous  aurons  alors 
seulement  à  écrire  la  condition  que  tout  point  voisin  de  x  est  inté- 
rieur à  i\n  seul  polyèdre  transformé  de  !'  adjacent  à  y..  Miiis  deux 
cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  ces  polvèdres  sont  en  nombre 
fini,  ou  bien  ils  sont  en  nondire  infini.  Le  premier  cas  ne  se  présenti- 
que  si  V  a  une  face  au  moins  constituée  jjar  une  portion  de  l.i  fron- 
tière de  D  :  on  écrira  la  condition  sans  difficulté.  Dans  le  second  dis, 
(/  étant  le  nombre  des  arêtes  du  cycle,  S,  S^  .  .  .  Sy  est  une  snbstitu- 

ti<in  transformant  oc  en  elle-même  :  les  polyèdres  P,  1*,,  l'o '^/    i 

ne  doivent  pas  empiélor  les  uns  sur  les  autres,  et  leur  ensemble, 
transformé  |)ar  les  diverses  puissances  de  S)  So  .  .  .  Sy,  doit  contenir 
une  fois  et  une  seule  tout  point  voisin  de  y.. 

27.  Etudions  encore  ce  cjiii  arrive  quand  un  polyèdre  rayonné  l*  a 
quelque  partie  de  sa  frontière  commune  avec  celle  de  D. 

Supposons  que  celte  partie  commune  conqirenne  une  arête  à 
p^2 II  —  1  dimensions,  ou  un  sommet.  Soi l  B  ce  sommet  ou  celte  arête. 

Le  groupe  F  comprend  alors  un  sou.'5-grou[)e  T  dont  toutes  les 
substitutions  font  revenir  sur  elle-même  Farête  ou  le  sommet  1>. 
Soient  IV,  B",  ...,  B  '/^'  les  éléments  du  même  cvcle  que  B;  soient 
I*',  P  .  .  .  .  ,  I'  '/  '^  des  polvèdres  clinngés  en  V  par  des  substitutions 
de  r  (pi!  eliangenl  B',  B',  ....  B'/~'^  en  B.  .Te  dis  que,  si  l'on 
prend  pour  centres  l'ensemljle  des  centres  de  l*,  P,  P'.  .... 
[*'/-<  le  polyèdre  fondamental  rayonné  de  V  coïncide,  dans  le  voi- 
sinage de  B,  avec  l'ensemble  de  P,  l*  ,  P',  ...,  P  '  '  .  Lu  elfet  >i 
une  face,  passant  par  B,  sépare  l'ensemble  de  l*.  P,  P',  ...,  P?"' 
d  i\\\  autre  polyèdre  V^'^  ,  nous  pouvons  reinaripier  (pie  clivcun  îles 
centres  de  P '>''  se  déduit  de  Tiin  de  ceux  des  polyèdres  l^,  P,  .... 
P'/-f'  par  une, transformation  de  V  ;  donc  cette  face  a|)|)artient  au 
polyè'dre  fondamental  rayonné  de  P  .  les  centres  étant  ceux  i\\\v 
r.on  a  indicjués.  Li  récipro(|ue  est  aussi  immédiate  :  les  faces  passani 
par  B  et  limitant  le  système  tie  polyèdres  indiqués  coïncident  donc 
avec  les  faces  passant  par  B  du  polyèdre  fondamental  de  F  .  C'est  ce 
(lue  nous  voulions  démontrer. 


I  U\l'ITItl     I. 


'i.X.  Lu  riist-iiihlr  Jt'rinr  iiut'lcuni/nr  <.  >lr  I».  sims  p^tinl  rnni- 
iniin  ii\t'c  1(1  frontière  dr  H.  //'//  tic  points  roninmns  i/ii'a\ec  un 
nnnihrf    fini   <lt's    transfornifs  fmr   1     iln   jiulynirf  Joiuldmmtdl 

I  (lyitnnt'  '/('  V.  \:u  rlliM.  soiriil    V,.  Aj \,„  K-scrniirsilu  jmiIvivIi»' 

foiuiaincnljl.  Kr>  iiiiilli|>liril«-!i  t-yi-li(|ucs  <|iii  ont  (-oiiiinL*  rentre 
\iiriiililf  les  |)oiii(>  «le  Cri  «|iii  passiMil  pur  A,  ronnciil.  p.ir  la  nMiniuii 
il«'  leur»  conUmrs  ri  t\r  \riiv>  iiil('Ti<riir>.  ini  ciisciiilile  ferim''  C, 
<!«■   IJ,   san>    poiiil    roiiiiiMiii   axer    la    front irrr    de    I).     \)r    nx'nir    A,.. 

Aj A,„    lionnriit    des    n'*j;ions  (!^,,   (!:,.   ...,   Ç,„.    Tiiul    |uthr<lii- 

rnnlcii.iiit  (|iiel<|iM'  |Miint  de  i]  dt)it  axoir  un  de  SCS  contres  ^nr  I  un 
de>  enM'inl»le>  (  !, .  (!j.    ...,   C,„.    ee  <|iii   dt'-inontre    notre   propooiliun. 

llW.  l'nKOUKME.  —  >'/  II'/  //oiyi'drt'  (  </  /dces  conrht's  >  P.  situe 
(/uns  l'cnsenihlr  de  I)  <7  de  la  Jronlière  de  I),/'.s7  d'uii  seul  tenant 
(c'est-à-dire  est  linéairement  connexe)  et  à  arêtes  à  moins  de 
A  n  —  ■Mlimensiiinslinêaireinent  simjdeinent  lunncres  :  si  le  ilaniaine 
/trincipal  \)  lui-même  est  linéairement  sim/dcme/it  connexe  : 
si  les  faces  (  à  -j.  n  i  diniensions  i  de  I*  sont  en  nundae  fini  et  se 
IKtrtawenl  en  jiairrs  de  faces  o/i/tosées,  une  face  de  cliatfuc  jutirc 
se  transfianaint  dans  l  autre  par  une  substitution  de  (  Ti  ;  si  les 
rituditions  de  tliscmitinuitë  relatif  es  aux  cycles  d'arêtes  à  :>  n  —  :*. 
dimensions  iju'on  peut  déduire  «te  ce  /tartage  en  /xiires,  sont 
toutes  satisjailes  :  si  enfin  les  su/isfitutions,  drdiiitrs  île  la  consi- 
dération de  n' importe  i/uet  cycle  d'arêtes  ou  de  sommets  situé  su/- 
ta  fnattière  dr  I).  et  (fui  font  recenir  sut'  lui-même  un  élément 
cftiàsi  de  ce  ode.  formmt  un  l'/oupc  tlisconti nu .  dont  un 
polyèdre  Jouil'imrntiil  peut  s'obtenir  en  appUijuant  ii  V  des  subs- 
titutions  tjui  tran-i/tu/nent  /«»//»  les  autres  éléments  du  cycle  en 
l  élément  choisi,  et  en  proton iieant  i ndéfiniment,  ttans  la 
pnlyéttrrs  obtenus,  les  faces  passant  par  l  élément  clioisi :  I*  est 
alors  Ir  polyèdre  fomlamcntal  d'un  i'rou/>e  itiscontinu ,  euLiendré 
par  les  sulistitutions  <pii  transfiunient  les  unes  dans  tes  autres 
les  faces  opposées  de  P. 

Niiil<>  allons  Iniil    d  .iltord   élaltlir    ipie  les    pidvèdro,    d<'diiil>    <ie     I' 

parmi  produit  des  miI)»!  itiilions  S,,    >, |ui    I  r.iiisinriiieni  lune 

dans  I  .tiitie  les  lacrs  d  une  ini'nie  pane,  el  .ixaiil  en  eninniun  axer 
I'  un  siiiiiiiM'i  (III  uni'  arele  dnnii)-.  n  euipnleiil  pjs  les  mis  sm  les 
.ml  res. 
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I)  ojirt'S  riiv|)otlièse  nicine.  cette  propriété  a  lieu  si  l'arèlc  donnée 
est  à  iti  —  Q.  dimensions  (c'est  un  sommet  si  //=  1),  ou  si  celte  arête 
ou  va  sommet  est  entièrement  situé  sur  la  frontière  de  D.  Il  suffit 
donc  de  démontrer  t|uo,  si  celle  propriété  a  lieu  j)Our  les  arêtes  à 
p  dimensions  non  siluées  sur  la  frontière  de  0,  elle  a  lieu  aussi 
pour  les  arêtes  dp —  i  dimensions  (pour  les  sommets  si  /7^  1). 

Soit  donc  B  une  arêle  k  p  —  i  dimensions  (un  sommet  si />  =  i). 
non  entièrement  située  sur  la  frontière  de  D.  B  appartient  à  certaines 
faces  de  P  se  rencontrant,  au  voisinage  de  B,  suivant  des  arêtes  à 
p  dimensions  au  moins  ;  les  polyèdres  transformés  de  P  cpii  con- 
tiennent une  même  arête  prise  parmi  ces  dernières  n'empiètent 
donc  pas  les  uns  sur  les  autres. 

Soient  B,  B'',  ...,  B''  les  arêtes  du  même  cycle  que  B.  Si  l'on 
prend  l'invariant  fondamental  pour  deux  points  dont  l'un  occupe 
sur  les  arêtes  B,  B,  ...,  B'^,  des  positions  fixes  transformées 
les  unes  des  autres  et  l'autre  parcourt,  suivant  le  cas,  les  faces  de  P 
qui  ne  passent  pas  par  B,  ou  B  .  ...,  ou  B^''^  cet  invariant  fondamen- 
tal a  un  certain  minimum  A  ;  si  toutes  les  laces  de  P  passaient  par 
B,  A  n'existerait  pas:  on  pourrait  le  remplacer,  dans  ce  qui  suit, 
par  1"  [hypothèse  (H,  1  )]. 

Soit  S  l'ensemhle  des  points  de  D  dont  l'jnvarianl  fondamental 
avec  un  point  fixe  de  B  ne  dépasse  pas  A.  A  l'intérieur  de  S  ne  pénè- 
trent, en  dehors  des  points  de  B,  que  des  arêtes  de  P  avant  au  moins 
p  dimensions,  et  si  P'  est  un  polyèdre  quelconqvie  ayant  en  commun 
avec  P  une  de  ces  dernières  arêtes  à  au  moins  p  dimensions,  il  ne 
pénètre  aussi  dans  S  que  des  arêtes  de  P'  à  au  moins  p  dimensions, 
en  dehors  des  points  de  B. 

Soient  A,  et  Ao  deux  nombres  supérieurs  à  A  [hy[)Othèse  (H,  7)]  et 
inférieurs  à  k  : 

Soit  E  l'ensemble  des  points  intérieurs  àP  ou  situés  sur  son  contour, 
et  dont  l'invariant  fondamental  F  avec  les  points  considérés  de  B,  ou 
de  B',  . . .,  ou  de  B^'^  est  compris  entre  À,  et  )>:>  : 

Tout  point  M  de  E  est  le  centre  d\uie  ninUiplicité  cyclique 
appartenant    entièrement    à    P    et    aux   polyèdres    qui    ont    en 


I  M  M'iini   I 

ro/nniti'i  ,i\  r  ■  I'  une  mt'oif  tiréte  à  au  nioitt'-  f  (liinciisioiis.  Vax  rllfi. 
-I  M  •  I  inirririir  à  I'.  il  est  le  ceiili'C  (riiiic  inulliplii'ilë  rjf'lu|iii- 
iiiliTU'Un*  à  I*.  Kl  SI  M  «-si  sur  Ir  r<inl«uii-  <!«•  I*.  il  «'si  inirrieiir  ;"i  iiin- 
t;iro  tie  I*.  on  à  iiiir  iirrlr  (le  I'  ;'i  an  iiioins  y*  (liiiicfisioiis.  cl  il  <■>(  pai 
Miilr  \r  ci-iiirr  (i'niK*  iniilli|>lirili''  a|>|Kii  Iriiaiit  ;i  I'  ri  aii\  |in|\r(lre» 
i|iti  <»iil  eu  l'iiiiiiniiii  aNr'c  {•  rrltc  fart*  on  ct*Uf  jirêle.  Soil  -i.  le  iiiaxi- 
iiinni  (In  |taranii'-(rc  <les  iiMil(i|t|i(-il(*s  r\(-li(|iips  ri''|ion(laiit  à  Iriioiu-t-  : 
•jL  <•>!  iiM»'  fonrlion  conlinnr  <lr  M  (  |-',  c^l  /'*■/•/// r  i  «-l  a  |»ar  Mille  nu 
iiiiiutiiiiiii  :  iKiiis  (l«''si;:neroii>.  en  (liante. ml  la  imlalioti.  |iai  j.  <> 
iiiiiliiitnin  :  -x  r  ■  f-  • 

^Mii  iii.iiiiU'iiant  (  .  niir  ('(•nrix'.  (I  on;;!!!!'  A  inh  riciiic  .1  I',  d  «  \lii- 

\    .    fl    ilai!l    Idll»    lis    |iul|!|s    sMIll    IcU   <|lic    lrl!|-   !li\ail.ll)l    !•'    a\«T   If 

|ii4iiii  (.!  lie  \\  soil  i-oiii|»i-i!«  enire  A|  el  / ....  \  <s|  jç  crnlrc  ilniir  iiiiilli- 
[ilicilé  f\eli<jne  dr  parainrlre  a,  |on!>sanl  il<*  la  |ii(>|»nél«'*  |»rérr«lenlr  : 
>oil  \,  le  |)oii)l  on  (j  soil  de  celh*  iiiiilti|il!(  ili-  :  iioii-.  «avons  Iraiis- 
(oriiirrA,  <-!i  (II!  |i  mit  inli'-rietir  .1  I'.  cl  |iai'  «niic  a|>|>arlciiai)l  â  K: 
\,  esl  <I«)M('  le  «-ciilrc  d'une  i!n!lli|di(-ilc  de  pirainclre  'jl.  jonissanl 
1  nue  proprn-lé  aiiaio^nr.  el  dont  (  \  soi  I  eu  A.  ;  el  ainsi  de  «.iiile  :  en 
cuiit  iniiant .    on    arrivera    a    lroii\t>r  une   i!!iijl!|d!eilc  de    |i:iraiiicl  1  e   •}. 

I  iiiileii ml  \  ,  e!  cela  c!!  nu  noinlu'e  fiin  do|)cial!on>  iMiixiiie  u  i'«l 
■nie    conslaiile.      \"i|.     »,v,.i|.     i|"iii      |ii.iivci-     niie     «m  l»*!  il  iilxoi    (im 

iinène  A    d.ins  I'. 

"S/  t  nii  rti  (il'  A  en  A  jnir  '.h'itx  coiirhrs  t/istmcffs.  an  lr<iii\r  lu 
iii'-ine  anhslilulinii.  S.)il  en  «'ilel  i.\  le  circiiil  renne  forno'-  par  n-s 
deux    eonrl»e>.    (luinnie    \\  a    /n<n/i<i    de    •'. //    -  ».   (hnieiiNioiis,  nu  penl 

II  iccr  une  !iii!ll!|dicite  a  deii\  <liiii(-iisi(ii)s.  cmil  c!!,miI  I  ..  siiuplfnicni 
4  onnexe.  cl  dmil  tons  Ic^  |iiiiiil>.  oui  le  inaxiinntn  cl  jr  iiiiii!iiiiii!i  Ai- 
lc:i:   in\anant  I'  avec  nn  poinl  de  H  eoni|n'is  enlrc  /,   cl  /... 

<  hi  |iciit  .doi>  reiii|ilaeer  le  eirrnil  lernié  |iai  une  >oMiine  de  |)|ii- 
sieiirs  aiilret  lraeé>  sur  la  iiicnie  inidl ijiliciic.  ('.oiiiine  la  nuilli|dM'ilc 
csl  siiiijdeineni  eninexe.  o;i  |ietil  sunpdscr  (|iic  loii>  l<'s  eirenils  resnl- 
laill  de  la  déeoinposii rm  soiil  inlérieins  ,1  une  iiitill ;plicit<'>  evelionc 
de  parainélrc  <J.  a\<iiil  pour  centre  un  ipiclciiiiiine  de  Iciiis  points  : 
d  MIC  ees  cirenilH  joiiissciil  Ions  de  la  |iroprii''tc  qu'on  \ciil  deiiMuilrci 
p  tnr  h  iir  somme.  l)oiu'  il  en  csl  «le  inèine  de  leur  snniine. 

\iM«ii  le»  polvèdres  déduits  de  P  par  relie  iin'l liode.  cl  aviiil  en 
coininnn  a\ee  lui  nue  inènie  ar«'-le  on  nn  niéine  soininet  II.  n'einpiè- 
iciil  ]' ■     '•  -   -lits  siii    les  autres  ;   Iniit   |ioiiil    Miflisaniincnl   \.iisin     le   < 
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<sl  intérieur  ù  l'un  d'eux.  Mais  il  faut  encore  comparer  les  cKeuun.s 
voisins  d'un  poinl  variable  de  B  :  ce  qui  (;onduil  à  supposer  B  sun- 
plenieiit  connexe  ('). 

Dès  lors,  il  existe  un  nombre  if.  tel  ([ue  toute  mulliplicilé  cyclique 
de  paramètre  u,  ayant  son  centre  à  l'intérieur  de  P  ou  sur  son  con- 
lour,  soit  entièrement  comprise  dans  P  et  un  certain  nombre  de  ses 
transformés,  n'empiétant  [nis  les  uns  sur  les  autres. 

Par  suite,  si  l'on  reprend  le  clieminement  sur  une  ligne  .V,\',  sur 
les  points  de  laquelle  on  ne  fait  aucune  hypothèse  relative  au  voisi- 
nage d'une  arête  de  P,  on  est  sur  d'aller  de  A  en  A'  en  un  nombre 
fini  d'opérations. 

Enfin,  comme  nous  avons  supposé  D  simplement  connexe,  un 
circuit  fermé  quelconque  intérieur  à  D  pourra  être  remplacé  par  une 
somme  de  circuits  fermés,  dont  chacun  soit  entièrement  intérieur  à 
une  multiplicité  cvclique  de  paramètre  |x  ayant  pour  centre  l  un  quel- 
conque de  ses  points.  Chacun  de  ces  derniers  circuits  jouira  donc  de 
la  propriété  que  le  cheminement  redonnera  le  polyèdre  dont  on  est 
parti,  quand  on  sera  revenu  au  point  de  départ.  Il  en  est  donc  de 
même  du  circuit  total.  Le  théorème  est  démontré. 

30.  On  voit  que  ce  Uhéorème  ne  s'applique  qu'aux  groupes  (F) 
dont  le  domaine  principal  D  est  linéairement  simplement  connexe. 

De  plus,  même  pour  ces  groupes,  il  ne  fournit  une  méthode  géné- 
rale de  recherche  des  groupes  discontinus  que  si  l'on  est  siîr  que  tout 
groupe  discontinu  appartenant  à  (F)  admet  au  moins  un  polyèdre 
fondamental  qui  soit  d'un  seul  tenant. 

Mais,  le  nombre  total  des  faces  étant  fini,  ce  dernier  point  peut 
maintenant  se  démontrer  très  simplement.  Soit  P  le  polyèdre  fonda- 
mental, à  faces  en  nombrefini,  d'un  groupe  discontinu  F.  Supposons 
que  P  se  décompose  en  portions  P',  P',  . . .  ,  séparées  les  unes  des 
autres,  et  dont  chacune  est  d'un  seul  tenant:  ces  portions  sont  en 
nombre  fini.  Parmi  les  polyèdres  transformés  de  P  par  F  et  ayant 
une  face  commune  avec  P',  il  y  en  a  au  moins  un  qui  touche  P' 
par  une  portion  transformée,  non  de  P'  mais  de  P";  ...  :  car.  dans 
l'hypothèse  contraire,  le  théorème  du  paragraphe  précédent  prouve- 
rait que  P'  est  à  lui   seul  polyèdre  fondamental  d'ungrouj^e  dont  les 

(';  Clftlc  cuiidilioii  tlispaiàil  cvidenuiieiil  si  n^    >. 


(o  I  II  \i-iii(i:   I. 

sul)!i(ituli<)iis  londaiiiriitiilcs  font  parliril*'  I  :  <  <■  ijiii  con<liii(  ù  iiiw.- 
ahs(ii-<lilt'.  SiiHj»oS(Hi'«  donc  (ju'im  Iraiisfonin-  île  I'  ..  I*,.  soil  adj.ici'iil 
.1  une  face  Je  P  .  Alors  iiotis  |>u(i\oiis  rflr.nulier  I*  de  I*,  el  le  rem- 
placer par  I*,  :  le  nonihre  des  portions  dans  les(|iielles  I*  se  déronï- 
pose  est  ainsi  diiuintu*  d'une  unité.  Kn  reconmiençani  l.i  iiiéine 
opération,  ou    s<'ra    raiiien»'  aura»  (rime  s»Mile  portion. 

^{|.   Si  ion  veut  étudier  les  propriétés  des  fonctions  autouiurplies 

à  I  inlérieur  du  domaine  fond.iini-nt.il.  le  |»o|\èdre  fondamental  sim  a 
tVuii   lr«'S  j,'iaiKi    seeouis. 

>>  iiliposons.  par  exemple.  </ur  Ir  i>i>l  \  rihr  fnnilantritlitl  V  ni  sa 
J  roiitii-re  n'aient  aucun  f)uinl  cn/nniun  cni'r  l<i  fruntirit'  tir  I). 

Considérons  n  ionelions  aulomoiphes  y  , .  y  j,  ...,  f„  dtmt  le 
déterminant  fonctionnel  ne  soit  pus  identiquement  nul  :  il  est  possible 
de  trouM'r  n  telles  fonctions,  d'après  ce  que  nous  a\ons  \u(§lt*>). 
(  ionsidt-rons  les  éipiations  en  T,.  r,.  ..  .,  x„ 

fj  ~  <'j        'J  =  ',  ' "  '. 

on  les  (ij  sont  des  conslanles  cpielcoiupies.  Ces  équations  n  aiii(»iit 
ordinairement  qu  un  iioinlire  fini  «le  r.icines  eommunes  dont  les  |)cunts 
repré>ent.ilils  soient  int«'Tieiir<  à  I'  :  il  n  v  a  exception  que  dans  le 
cas  où  ces  r.icines  communes  forment  des  miiltipli<'ités,  ce  qui  n'ar- 
nNe  |)as  pour  des  valeurs  arhitraires  des  a  :  il  faut  en  ellet,  pour 
cela.  <pie  le  déterminant  fonctionnel  des  /  soit  uni  le  lun^  de  ces 
miilliplicité's. 

(iCs  racines    cominunes   sont  encore  ordiiiaireinenl    ilishiicles.    I  )e 
plus,  leur  iionilire  est  indi'-pendant  des  n   :    il   potirrail   en   ellet  varier 
d  Une    iinil»'    rpi. 111(1  une    racine  (^ ./ ),./•.......,  JC„)  entre  d.iiis  l'un    in 

siirt  ;  in<iis  alors  une  autre  racine  sort,  on  enlie,  parla  fa(  »•  «qiposéc  : 
donc  le  nomlire  total  ne  varie  pas. 

Soit  ICC  nomlire.  (  ne  autre  fon*  tnni  antoinorplic,  J,,^  ,,  e>t  donc 
tusct.q)til)le  d<-  /'  valeurs  ili>tincte>  an  ina\iiniiin  ipiand  «m  donne  les 
valeurs  de/, ,  /^.  .  .  .  ,/„. 

Miis.i, ,  Tj,  ...,  .r„,  «lonuées  par  les  n  •'■(|natioiis,  smit  de>  fonc- 
tions tie  </,,  "  '/„.  (pli  Si' (oniptUteiil  piilmil.  inèine  à  l'iiilini, 
comme    des   fom  Imns    al^eliriqnes       '    .    ||  ,\i   fs)    ilniie    de    même    dc 

(    )  I/Mivcr*i<>n  HiiiIrtMluii  pa»  de  •Miaulante'»  ctsrnlicllc»:  cela  rétullc  tdcilcnirnl 
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fii+i  considt'i'é  comme  fonction  (Je  ^/,,  c/o.  ...,  ((„.  Les  fonctions 
symétriques  des  r  valeurs  de  /u+t  ^e  comporteroiit  comme  des 
tondions  rationnelles  ;  donc  ce  seront  des  fonctions  ralio?inellrs  (  '  i. 


des  tliéoièmes  classiques  en  s'aidant  de  ciiangeinenls  de  variables  quand   les  coelTi- 
,      cientsa^  de  l'inconnue  x,  par  rapport  à  laquelle  on  résout  l'équation 

UyX  —  a^x^-'h  . . .  +  o.,„x"'  -T- . . .  =1), 

sont  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales.  On  peut  consulter  sur  ce  point  ce  que 
Poincaré  nomme  thiéorème  A  dans  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  abéliennes  {Acta 
niatheniatica,  t.  ÎG,  1902,  p.  '\?>).  La  thèse  de  M.  Cousin  [Sur  les  fonctions  de 
n  variables  complexes  (même  recueil,  t.  19,  1895)]  sera  consultée  avec  profit  sur 
des  questions  voisines. 

(  '  )  Si  une  fonction  de  n  variables  se  comporte  partout,  même  à  l'infini, 
comme  une  fonction  rationnelle,  c'est  une  fonction  rationnelle. 

Ce  théorème,  bien  connu  pour  n=  i,  a  été  démontré  en  premier  lieu  par  Hurwifz 
pour  «  >•  I.  Démontrons-le  pour  n  =  a,  d'après  M.  Picard. 

Soit  fix.y)  notre  fonction  de  deux  variables.  Pour  x  fixe,  /  est  rationnel  en  y: 
pour  _K  lixe,  /  est  rationnel  en  x.  Soit 

f{x.y)  ^^gjy)x'^        /(o,o)^o, 
»«  — 0 

ce  développement  étant  valable  pour 

I  jr  I  <  p.  '^V'     :__  0'. 

Les  g  sont  rationnels  :  car 

gi(y)=fio:y)  1 

qui  est  rationnel. /j.(o.jk)  n'a  pas  n'a  pas  non  plus  de  singularité  essentielle:  donc 

est  rationnel;  et  ainsi  de  suite. 
Soient  0,  <  p  et  o'j  <  0'.  et  faisons  y  =  a\  \  a' -\  <  p\.  f{x,  a')  est  rationnel   en  x  : 

_  Bp-f-  BiX-h  . .  .4-  B,.j;'- 
n^-a)  -  (3^^c,a;  +  ...+  C,.r^' 

Or  si  a'  est  petit /(o.a')  n'est  ni  nul  ni  infini.  Donc 

Bo  7^  0.         C„  ==  o. 

\  chaque  valeur  de  a'  correspond  un  /•  déterminé.  Il  y  a  une  rnfinité  de  valeurs 
de  a'  correspondant  à  une  même  valeur  de  /•,  puisque  les  a'  ne  sont  pas  dénom- 
brables.  Alors 

[goic')  -^  g,ia'  )  X  -i- . . .  -h  g,Ja')x'"  -^  . . .]  {C,-i-  C^x^  .  .  .  -^  C^xr) 
=  B,H-  nj^-1-...-f-  B^x'-, 


I  )onL'  li.fi.  ■  ■ ',  fn^  fmf  '*"••'»  !<•''  Ii\  |»i»lln''ses  faites.  >uiil  lirr- 
par  une  rel<i(ion  al^('l)i'i(|ii 

'  )ii  en  coiu'lnt  ai  se  nu*  ni  tjn'    ('>uii-  i<«.  iuim  ii>>m-  .iu(< iptu»  «ii   I 

>  r\|iiiiii«MJl  ralionnrilcincnl  au  mhivcii  tic  //  •  i  «I  «'nliv  «•llf>,  lollf> 
<|u  à  un  >vsl«'nif  (l«*  \aleurs  «le  <•«■>  ilcrnnTcs  ('(irr4->|Min(l<'  m  ^ént'ial 
un  point  et    un  srul  <lu  pnl  v<''<ii'<-  fiuidanK-Ml.il. 

'^"2.  I  >.in>  liMii  (  I- <|ui  |irii  rdr,  nous  :i\ons  (-«insidéri'  nniquiMnenl 
ce  (ini  >f  liasse  dans  le  tloniaine  londanienlal.  ICfleetixenienl  le> 
propositions  «pu*  nous  a\on>  indupiées  ne  s'étendent  pas  «»an> 
resiriclion  en  deliors  de  ee  domain**.  C'est  ainsi  qne,  ni»"nie  si  !»• 
i^roupe  Pesl  discontinu  enjrertaines  régions  exiérienres  à  ce  domaine, 
il  n'est  pas  certain  (pie  les  séries  H  (pie  nous  a\on»  appris  à  (<>rniiM- 
soient  eoii\er;:enles    dans  ee>  régions. 

Ponrtaiil.  on  ptul  indnpicr  à  cet  e-aid  une  proposition  assez  f;éné- 
r.ile.  Supposons,  en  |»lus  des  livpollièses  (  11).  tpie.  si  A  ot  un  point 
u  appartenant  j»as  à  I).  (!  une  li\  peisplière  de  centre  A,  15  un  point 
lie  1),  S  nue  sul)>titul  iuii  (pi(-lt'on(pie  de  i  l' i  dont  le  déterininanl 
fonctionnel  ne  d<;vieni  pas  infini  à  I  inltMieur  de  C.  le  rapport  de  la 
\aleur  absolue  de  ce  délerininant  lonctionnel  en  nu  point  \arial>le 
d  un  enseniltie  lernu-  intt'rieiir  à  (]  à  >a  valeur  al)>olue  en  H  reste 
inférieur  .i  un  iioinhrr  \l  iiidépeuditul  de  S.  Alor>  si,  pour  le  «groupe 
discontinu  1',  un  iioniluc  liiii  de  >ulis|  il  ulions  ont  seules  un  dét(*r 
minant  roiu'tioiinel  deveiiani  infini  dans  (">,  les  séries  H  ciui\er;;<'ronl 
nniforméiiKMil  dans  (<.  pourvu  (pie  la  fonclinii  rationnelle  11  soit.  >anl 


l><>ii 


r  iiiic  iiitiiuti'  de  \ulciirs  <lc  a'.   |i(in< 


Ce       <  a' \ -i- C.  i,'        (m  C.   y    t  a    )        <•. 


IjcsC  nVlanl  pan  Imis  nuls,  tous  li»  (Iclcriiiuiaiils  il  ukIic  'i  -^i  di'iliuts  <(«■  i.iIiIimii 
ili'«  corfrincnl»  ilt*  cc«  i'i|(mIi<>iih  >i)iil  niiN  |iuiii  uni-  inliiiilé  lic  valeurs  de  a  ;  mais  il» 
soni  ratiiinni'l»;  donc  iln  muiI  idcnliqueincnl  nul». 

Aloisde*  ^«Icur»  rulionncllrs  .!—  <    ^    fi^i -  •'•(|ualinn»:  il  «•«  r^ullr  qui- 

col  un  |M>lynuiiic  en  x  de  dcgr<-  '     >i   •  oifriririil»  rulKiiuuU  ni    i  .    I.<    tliéurcnir  «*»i 
'l'-monlr*. 

II.     .Ifii.     >  .iiul.l.'»   <■•.   ■..m    !..  .1.     I  .     .    .11 I     niivi    ,1.     «mil 
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|>ciil-èlrc  pour  un  n  >inl)ie  fini  de  termes,  bornéedans  C(  par  exemple 
ua  peiil  prendre  H  =  coiisl.)-  I-^'i  démonstration  est  presque  iirimé- 
diatc.  Maison  voit  cpie  cerénoncé  fait  intervenir  autre  chose  que  la 
discoalinuilé  du  groupe  en  A,  à  moins  qu'on  ne  soit  dans  le  cas 
ti'une  seule  variable  (  les  pôles  étant  alors  des  points). 

Ellectivement,  on  peut  citer  des  exemples  de  groupes  F  disconlinii- 
à  l'extérieur  du  domaine  fondamental,  et  dont  les  fonctions  (■)  ont 
des  singularités  essentielles  en  des  points  où  F  est  discontinu.  Ces 
singularités  essentielles  sont  du  reste  mobiles  :  elles  dépendent  de  la 
fonction  H  choisie  ('). 

Il  faut  remarquer  à    ce  sujet  que  ces  particularités  ne  tiennent  pas 

uniquement  à  la  manière  dont  le  groupe  F   se   comporte    en    dehors 

du  domaine  fondamental.  Elles  tiennent  aussi  au  choix   même  de  ce 

domaine  fondamental:  on  se  rappelle    en  etl'et  que.  pour    former    les 

séries  S,  nous  avons  exécuté  sur  (jp,,  Xo,  •  •  • ,  ■f,i)  une  transformation 

birationnelle  préalable  destinée  à    ramener   le  domaine  fondamental 

à  distance  finie.  Or  considérons  le  gi'oupe  (  F)  (-)  dont  la  substitution 

générale  est 

ax  -^  h  a  y  -^  h' 

A  = y  1    =    —, j,  > 

c  X  —  a  c  y  ^  a 

cl,  b,  r,  t/,  a\  b\  c',  d\    étant  réels,  et 

ad  —  bc  ^^  a' d' —  b' c'  =^  i . 

Cette  substitution  ne  change  pas  les  signes  des  coefficients  de  i  dans 
r  ni  dansy.  On  a  ainsi  quatre  domaines  inaltérés  par  toute  substi- 
tution de  (F  );  si  ,r  =  x'-h  f.r",  )- =  )•'-]-  /'r",  ce  sont 

I.  .t"'>o,        y>o; 

II.  x"    o,      y<o; 
ni.  a7"<  o,       y'^-  o; 

IV.  .7"  "  o,        j'"<o. 

Ces  quatre  domaines  ont   e>cactement  les    mêmes  propriétés.   Tous 


.  I  ')   Cf.  G.  GiUAUD,  l'Iièse,  Paris.  191O.  et  Ann.  scient.  Kc.  Aorni.:  itjiô,  p.  217 
iiolainment  cliap.  ^  ,  §§  9  à  f4. 

(-)  C'est    un  sous-groupe    invarianl   d'ordre  1   du    i;roupe  continu  liyperliélien  de 
M.  Picard. 


I  ll\l'l tltl    I. 


|)*-iivriit  rire  riiiilciiéN  ;i  iii*«laiiri-  litiif  :  aiiiNJ.  |iiii   l.i  (iMiisforinalioii 


"    ~  r  -^  i  '        V   •   i 

I)    |>i<  iiiK'i  <Imim mil'  rsi    i-t'iii|jlacé  |jar 

IU<'.       !t.!<i. 

Si  r<tn  <'i)nM(lt  T)-  en  oulic  I  in(fj;r.ili- 

,iv  ... 

I  x'\y'* 

.1  II  r.'iK  li.m  ^ 

\    [,y-5')t-f.(af'-r)M(«.'-V)'+0''-V'M  i 

■r'.y'Vr: 

iiii  jMtil  \<'iili(-i  <pi  oii  .1.  ,i\<-i  I  (III  (les  (|iiiili'i's  (loDiaiiies.  nii  (Ioiii.iiik 
|t!-iii(-i|)al.  une  iiil('-^;iMl('  lontlaiiieiitiil**,  et  un  invariant  fiindainontal  (  '  t 
Viii>i  la  lliéoiM'  rxixiM-e  s'apjtliqne.  ()r  »i.  ]iiuii-  loinur  U-s  st'-ries  H, 
i>n  a  j)ri«.  coninie  (joniaiiic  |inii<'i|)a|  le  (li>m;iiiie  I,  <tn  sriu'»  préseii- 
lerunl,  <iari>  les  ddinaino»  il.  lil.  I\  ,  les  paiiiciilariti'-N  <l(>n(  il  vient 
«iVtre  (iiiolion  :  siii-ulaiités  essenlielle>  en  «le*  |ii»inlN  on  le  j^roiipe 
eoiisnli'-n*  est  (|i>ci>iiliiiu,  la  piisilMin  iniMiie  «le  ees  Miii^nlariti-s  «li-|)<>ii- 
(lant  (le  la  Iniieiion  r.il  ionncllc  II  eMi|il()V('-.  ()n  le  voit  en  |iren:<nl 
eoniine  ^ikiiih-  (iiscinil  inn  I  !<■  ;;iiiii|ir  (le>  |niissanee<  «I  nnr  ><Mile 
^lili-lil  ul  Kiii,  ji.ii    (vciiiiiic  lit-  1,1   «.iili^i  il  iii  mn  (  ./  .  V  :  /'./  .    1  '         I 

'.V.\.  I  )<-  nii'iiM-.  ^1  jnn  css.iif  il  ,i|i|)lii{iii'i  1,1  iixtliixlr  <iu  i.iNonne- 
iiiiiil  |>'iiii  |>iiil"ii^ci  II-  |>i  il  v<<lrc  fonil.imcnl.i  I  en  deliois  de  |).  cm 
reiieoiili<'ra  des  eiicmislaiices   nouvelles   ri    eoin|il  iijuii».. 

Hniie  laroii  |)ii'-eisi-,  Mipiiosutis  ijne  rinvanaiil  lond.inienlal  ait  un 
sens.  iiii'-lil<'  <|ii.iiiil  I  nii  tir-  (iciiv  jininls  d<iiil  il  di'|)end  suit  du 
iloniaine  principal,  et  s  up  posons  ipiil  sali  s  lasse,  inèin<-  aloi  s.  à  |  In  p  ■- 

tliésf  I  II.  ()  I.  Alors,  clioisissaiit  ///     centres    \,.  A-,. \ni  dans    le 

(joniaiiie  prinei|Ml,  on  définira  le  |Mdvédrt*  lon<laineiital  eoinine  plus 
liant,  inènir  en  delnn^dcl).  saxoiicn  rln-n  liaiil  l.i  \alenr  ininiinnni 
iMi  niaxiiiinin  daii>  eerlaines  siiiifs  d'invari.inls  londaincnlani.  Mais 
iei,  iiièine   m   F  e<»l   ciiseontinii  eiii.r,.    r , /  „  i  extirieiir  a  I>.    il 


('i  Mil   iruu\cr<i   uiK-   il(.'m<)n>lr.iti<iii   nu  (:ii.i|iiiii-    Ht    ou   nu  ClMiMirr  W   de  <  <-i 
tMi^racc  (  il  vnionli-  ). 


\ 
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n'esl  pas  cerluin  (|iie  ce  miniimiiii  existe,  el,  s'il  exisle,  il  peut  être 
atleinl  une  iiiliniLé  de  lois.  Si  ces  circonslanccs  ne  se  produisent  pas 
pour  tous  les  points  extécieiirs  à  IJ,  on  a  déliai  le  poiycdi-e  londa- 
mcnlai  P  en  dehors  de  D.  On  a  alors  trois  sortes  de  points:  i°  ceux 
qui  appartiennent  à  P,  ou  à  l'un  de  ses  transformés,  ou  à  la  frontière 
(Fun  nombre  fini  d'entre  eux  ;  2"  ceux  qui  appartiennent  à  la  fois  à  la 
frontière  d'une  infinité  de  ces  polyèdres;  3°  ceux  qui  n'apparlienneni 
à  aucun  de  ces  polyèdres.  Et  les  points  des  deux  dernières  catégories 
ne  sont  pas  forcément  ceux  où  F  nest  paé  discontinu;  ils  peuvent 
même  dépendre  des  centres  choisis  ('). 

34.  L'étude  des  fonctions  automorphes  à  l'extérieur  de  D,  dans  le 
cas  où  elles  s'y  prolongent  analytiquement,  est  compliquée  par  le  fait 
que,  même  si  le  polyèdre  fondamental  y  existe  aussi,  les  singularités 
essentielles  peuvent  pénétrer  à  l'intérieur  de  ce  polyèdre  fonda- 
mental ij^). 

Le  cas  de  n  ^^  i ,  où  (F)  est  constitué  par  les  substitutions 

ax  ~-  h  ,    .  ,  ,      , 

A  = —         (a^  b,  c,  a  réels,     ad  —  Oc  =  }), 


est,  à  ce  point  de  vue,  beaucoup  plus  siinj)le.  Les  singularités  essen- 
tielles ne  peuvent  jamais  se  trouver  à  rinl(';rieur  du  polygone  fonda- 
mental rayonné.  Elles  peuvent  toutefois  se  trouversur  son  contour; 
mais  alors  elles  sont  constituées  par  des  points  doubles  de  substiui- 
tions  de  r  dites  paraboliques,  c'est-à-dire  telles  que 

(a  -4-  ('/)2=   i  ; 
et  alors  l'élude  de  ces  singularités  se  fait  très  simplement  1 'i. 

35.  Ces  remarques  font  penser  que  l'étude  des  fonctions  aulomor^ 
plies  venant  de  groupes  [r )  sans  domaine  fondamental  réserve. des 
circonstances  entièrement  différentes  de  celles  que  nous  avons  ren- 
contrées. 


(')  Cf.  <;..  (iiiiALD,  lue.  cil..  Chili).  I\. 

(-)  JOid..  Cfcap.  Y. 

(■^)  Cf..  i)our  la  situation  de  (-es  sirimiiarilcs.  I-'isicke  iind  Ki.i;in.  \  orlcsuiigen  itber 
die  Théorie  der  aiitoniorphen  FunCtionen.  \.  I:  pour  rt-tiide  de  ces  singulariléî^. 
H.  l'oiNCAUK.  Œuvres,  t.  Il,  p.  18".  On  trouvera  les  déinonslrations  au  Cliapiire  \ 
de  ce  volume. 


i(>  i:il\i-iiHt    I 

l«e  cas  lie  /i  :  ;  i  roiiflniu-  en  juuiie  ce  scnlinu'iil  l' i.  (hx  s.iil  <|iriiu 
gniii|>r  r  «le  iTlU*  vioilr  |)(ii(  »^lu'  »  \.t  fois  «liMuiitiiiii  «laiis  iiiu' 
i«-^ii»ii  <lii  |tlait  «le  l;i    \;iri;il)|r  (-nni|iloxi-    et   ikmi    (J;ins    mu*  autre,  los 

•  Ifux  rej;ioiis  |i.iM\;iiit  .-lie  sijiariM's  par  «les  courbes  Irt-s  ea|iri- 
lieuses,  pai  exeinplr  |)ai  lirs  i-«)url»c>  aviiiil  des  Uingente*»,    mais   pas 

•  le  eouiluiie.  i'ouitanl  lN»iu«  in-  a  su  iiicllre  eu  r\  i«leu«'C  de>  pn»- 
pnélés  foii  simples (l«*s  fon^Mions  autoinorplies  «-orrespoml.iiiles.  pr«»- 
pnélés  i|Ui  les  iap|M<Klu'iil  liii  ras  <iii  il  exisir  un  domaine  fonda- 
iiienlal. 

Lr  IMS  de  //  '  n  rsl  |).i*  non  |i|(i>  riit ici  riiu-ilt  iiiriMiini.  >i  IOm 
incM'I.  «'M  rflcl.  I  OUI-  siilisi  II  iii  i,»M  ;;«'-n<-iMle  du  ::r<)upe  (V < 

on  piMil  txliaire  de  ce  f;rou|if  d('>  gioiipc-N  di^cuiiliiius  1"  a>  aiil  .^  // 
sul)slilii(ions  j;énéralrices.  Mais  on  sail  tpi  il  n  r\i>ie  pas  toujours  de 
rouclions  aiitomorplies  e()rr(-s|iondaiil  à  un  ici  -roiipc  :  il  c*i  m'-ees- 
saire  el  suffisant,  pour  ipi'il  en  existe,  «pic  les  //  des  > //  siilislilulions 
j;én»'Malrie<*s  !»atisrasseul  à  de  (  élèhrrs  relalions,  les  unes  d"é-;.ililc.  les 
autres  d'iné^alilc.  oKu-nncs  par  llicm.inn  i  -  •. 

(  .1'  fait  fi.ippaiil  Mionlre  Incn  ipir  les  ii  vititlicsi's  (pie  nous  a\<>ns 
laites  en  dclmlant  ^iippniiienl  licancoup  de  difli«-iill«'-N.  il  uionlre 
aussi  «pi  il  peiil  \  a\oir  inli'-iètà  (•! iidier  It's  cas  on  cc^  li\pollièses  ne 
»  inl    p.is  ^,il  is|,i  lies. 

N'>T|.;  I. 

Je  nie  jiroposc  d  cnoiiccr  cl  At'  dcinonlrcr  \;\  ^ciuralis.it ion  «les 
tln-oremes  des  pai-a^r.iplic>  |  ,\  c|  |(i.  dont  il  a  c|i-  ipies|i,iii  au  paiM- 
;;iaplie  W).  .le  eoiielniai  p.ii  un  llicoicinc  < miipi en  ml  Ions  les  piv- 
«••'•ileiils.  el  pins  prtM-is  (pieux. 

'{f>.  Soil  A  un  pMinl  «lonld*-  siln«'  dans  1)  de  «pielipie  siilisliliilion 
iioii   itientiipie  «U;   i'.  ()<>nsid«'r«>iis   une  foiieti«>n  H  ou    iiu«-    foneli«>n 


III  '  .  fê, livre»    I    II 

'.  {•.ir^x- iii|»le  II.  l'niM  Aiii      ■sni   ht  /,ni<iiont  iii>,tirtni(  ^  .  irl<i   miilhemn 
WVI.  ii^K,  |i.  i  W,  on  I'k  \int,  Itiill.  tle%  Se.  nin/ft.    i.  \l,l.  i.|i-.  |i.  8H-<>«i.  f.r 
I  M  Miiir    McMMiirr    «Ir    M.     lliMOf.nr.    .**iir   le*  fnttcliiun    abelitnittM    Minguliéir* 
Joiirnul  tir   itulhémati'iuri,  lyni.  lou<  lir  .iii!t»i  .i  rrlli-  iiiir»!  fni. 


pitopuiKTiiS  <;i':ni-;hali:s  dk  ckrtains  guoui>ks  altomoiu>iii-s.  .\- 

aiiloiuorphe  holomorplie  en  A  :  nous  désijinerons  par  l''  une  fonclion 
(l'une  de  ces  deux  sortes. 

Développons  F  suivant  les  puissances  de  a:,,  x-,,  ...,  x„  (en  sup- 
posant, ce  ffui  est  permis,  que  A  est  à  Torigine  des  coordonnées). 
Soit  A  le  déterniinant  fonctionnel  d'une  des  transformations  de  V 
qui  ont  A  pour  point  double;  développons  aussi  A  suivant  le"s  puis- 
sances de  J7,,  x-i^  ..,,  x,i  :  le  terme  constant  du  développement  est 
une  certaine  racine  de  l'unité  (§  18);  soit  S  la  transformation  cor- 
respondante de  r.  Appliquons  celte  transformation  aux  variables  .r,, 
.To,  . . .,  j:-»  de  F  :  F  est  multiplié  par  A"'^  (/.  étant  nul  si  F  est  auto- 
morphe).  Il  résulte  de  là  une 'certaine  relation  entre  les  termes  de 
|)lus  bas  degré  de  F;  en  elîet,  on  peut,  pour  obtenir  les  termes  de 
plus  bas  degré  de  la  fonction  transformée,  supprimer  les  termes  de 
degré  supérieur  au  premier  dans  le  d('-veloppement  des  formules  de 
transformation  qui  définissent  S;  d'autre  part,  les  termes  de  plus  bas 
degré  de  A~^  F  s'obtiennent  en  remplaçant  A  par  sa  valeur  en  A  : 
nous  obtenons  ainsi  la  relation  annoncée.  En  multipliant  par  A*  les 
deux  membres,  nous  pouvons  dire  que  nous  obtenons  ainsi  une 
nouvelle  expression  de  termes  de  plus  bas  degré  de  F.  A  chaque 
transformation  non  identique  de  T  ayant  pour  point  double  A  cor- 
respond une  telle  expression.  Si  F  compte,  y  compris  la  substitution 
identique,  p  substitutions  de  point  double  A,  nous  avons,  en  y  com- 
prenant l'expression  dont  nous  sommes  partis,  p  expressions  des 
termes  de  plus  bas  degré  de  F.  Ces  p  expressions  doivent  être  iden- 
tiques. 

Nous  obtenons  ainsi  un  certain  nombre  de  relations  linéaires  et 
bomogènes  entre  les  coefficients  des  termes  de  plus  bas  degré  de  F. 
Si  l'on  a  pris  pour  polynôme  des  termes  de  plus  bas  degré  de  F  le 
polynôme  homogène  le  plus  général  de  son  degi-é,  ces  relations 
linéaires  doivent  être  compatibles  :  sinon,  il  n'v  a  pas  de  fonclion  \\ 
de  poids /,  ayant  ses  termes  de  plus  bas   degré   du  degré  considéré. 

Supposons  ces  relations  compatibles  :  elles  permettent  d'exprimer 
tous  les  coefficients  en  fonctions  linéaires  de  certains  d'entre  eux 
pris  arbitrairement.  Soit  cj  le  nombre  de  ces  coefficients  arbitraires. 
I>'ensend)le  des  termes  de  plus  bas  degré  de  F  est  une  combinaison 
linéaire  de  f/  polynômes  H. 

Employons  un  de  ces  |)()lynomes  H  comme  fonction  rationnelle 
servant  à  la  construction  d'une   série  (■)  de  poids  /.•  du  groupe  F'  des 


/;  Mibslitiilioim  (Ifs  V  *|iii  (iDl  l<>  |)oiiil  doiililc  A;  si  1**  «;%!  une  ftiiiction 
:i(ilunior|tlii-,  uau>  i'rin|tla<'Ci'ons  \»  série  H.  i|ni  n'it  iiu'un  noinlire  Uni 
lie  leniieN.  par  la  soniiiie  des  fonclioiis  traiisforiitée»  de  11  par  I'  . 
Ntiiis  tilileiiDiis  ainsi  une  lunriion  ralionnelle  duiil  l'enscinlde  de« 
lerine>  de  pin-»  lias  de>;ri'  dn  déNeloppciiienl  sert'-diiil  à  f)\\. 

\ttus  poiiMi/is  tiunr  Iffiner  unr  Jniutitm  nUiniincUc  l\,  corrt's- 
iKiinionl  II  I  .  ititiit  l  l'usrinhle  ih'S  t<-r/ni'\  il,-  plus  htts  tU'gré  rs( 
It'  inrine  t/nf  relui  ilr  V  \  in, m  un  tir  1:1  r  ilunnr,  //  >'  n  >/  Jonctions 
tfllrs  (jur  I\ , . 

Iletram  liuiiv  H,  de  |"  ;  |-  --  H,  1  Kninieiu»'  par  les  termes  «le  de;;  ré 
plu»  tle\t'  «pie  ceux  par  le^ipieU  eoinineiice  I'\  Hien  «jue  1'  -15,  ne 
soil  plus  une  lunetiun  H  ou  auhuuorplie  coricspondant  èi  W  eonune 
les  considérations  (pii  préèèdent  ne  fnni  inl<r\enir  cpie  «les  snlisiitii- 
liuns  de  I'  .  nous  piiu\nu-  l.t  Irailer  ctunine  I  :  imus  I  r«)U\  «idus  ainsi 
une  fonction  ralionnelle  H^..  eoi  rcspninlaiil  a  1  cl  a\aul  iiu'iiies 
termes  de  plus  lias  defjr»'-  ipie  1'  —  il,. 

Nous  pouvons  continuer  aiiiM  aussi  loin  cpo-  nous  viMidroii».  I  .a 
conclusion  est  que  les  leiines  de  F  dont  le  de;;r«''  est  inférieur  à  une 
limite  donnée  sont  les  mêmes  que  ceux  d'une  fonelion  rationnelle  U, 
se  iniilliplianl  par  les  mêmes  puissances  de  A  cpie  I'  jiour  les  suhstilu- 
tions  de  1    . 

Les  < oelticienls  des  termes  d«'  de^ré  au  plus  éf:al  à  /•  dc'i  fondions 
rationnelles  H  d«'  celle  sniie  sont  fonctions  liné-aires  de  tf  paramètres 
.11  hilraircs. 


!{7 .   '  .<•<  I  dii .   \ 011 
parafera  pli)-  iO. 


l^i'iK'i  <il  isatioii     iiidiipicc    (I 


u     tliroieiiM-    lin 


Sitiritt  \,.  \  ■.  .  .  \,„  ///  ii<>iiil>>  ili  h.  iIiihI  rrrtaiiis  /irui  1/1/ 
rlir  jtoinls  il>,iililrs  <lr  sii  lisl  i  la  t  iniis  <lr  W  nmi.s  dont  iiiiriiii  n'est 
tvunsfitvnuiltlrilitns  un  nulle  juir  1".  I hm nttns-nous  un  nnnihrr  1 
rt  irouKtins,  fKiur  rinirun  dr  rrs  jutinls,  Ir  nonihir  ij  mrrrsf  tondant . 
drfini  II  In  lin  ilii  fnn  ,1  a  1  itfilir  firrrriirnt ,  rf  rorirsfmndn ni  niix 
I onctions  tiutoinoi/>/érs.  Il  c.ristc  unr  Joiirtioii  (iul<>nior/>lir  V  ilc  V 
iiour  liinurllr  1rs  ij  fnii  n  inriirs  coiics/iouiliint  n  rlidi/iir  poinl  ont 
iir\  rnlrii/s  aussi  roisinrs  tju  on  rrut  dr  valiiir'>  doiinrrs  à 
I  as  linrr. 


Nous   allons,  pour   la   deinoiisli  .ilioii.  reslreindi  r   dalniid   le  <lioi\ 


l'UOl'ItlKTlis    (iKNKIlVI.F.S    l>K    CKUrAlNS    (.UOLM'KS    AL"  TOMOUI'll  K>.  |<) 

des  valeurs  de  /.  relalivcs  aux  t'oiicliotis  B  dont  nous  nous  servirons  : 
nous  les  prendrons  telles  que  A~*  se  réduise  à  «// en  l'un  des  points  \,, 
Ao,  ••■,  A,„  si  la  substitution  correspondante  a  ce  point  pour  point 
doiihlo.  delà  entraîne  (pie  /■  soit  mulliplc  d'un  certain  entier  lixe  /.'. 

Les  fonctions  ration nelU's  R.  ('î;  3^),  fin)  rorrespondant  à  ces 
valeurs  de  k  ont  les  tnènies  ternies  de  plus  has  dearé  que 
pour  A  =  o. 

La  démonstration  est  alors  facile.  Mettons  à  part  les  substitutions 
de  r  dont  la  valeur  absolue  du  déterminant  fonctionnel  atteint  ou 
dépasse  u/i  en  l'un  des  points  A|,  Ao,  .  .  . ,  V;„,  et  rpii  n'appartiennent 
pas  au  groupe  r' corres[)onda!it  :  n:)us  assujettirons  la  tonction  ration- 
nelle 11  à  s'annuler,  ainsi  que  les  d<-rivées  jusqu'à  I  ordre  /"  en  tous 
les  points  en  lesquels  ces  substitutions  cliangent  A,,  A^,  ...,  A„,. 
En  outre,  H  devra  avoir,  en  chacun  des  points  A,,  Ao,  ...,  A,„,  un 
développement  dont  les  termes  de  plus  bas  degré  coïncident  avec 
ceux  dont  on  veut  approcher,  divisés  chacun  p:ir  le  nombre  des  subs- 
titutions qui  ont  ce  point  pour  point  double. 

Form(»ns  une  série  B  de  poids)./,'  à  l'aide  de  la  fi>nclion  H  ainsi 
choisie  :  on  constate  immédiatement  que,  si  A  est  assez  grand,  les 
développements  de  ces  fonctions  H  en  Aj,  Ao,  •••,  A,„  sont  aussi 
voisins  fju'on  veut  des  termes  de  plus  bas  degré  des  développements 
donnés.  Le  cpiolient  de  deux  séries  (-)  de  cette  sorte  donnera  doue 
une  fonction  autoiMorplie  ayant  les  termes  de  plus  bas  degré  imposés. 
En  répétant  l'opération,  on  approchera  des  termes  jusqu'au  degré  /■. 

38.  Voici  mainlenanl  la  proposition  pins  piécise  qui  se  déduit 
immédiatement  de  la  piécédente  :  //  c/islc  une  fonction  auto- 
niorpJie  F  dont  les  q  paramètres  correspondant  à  chacun  des 
points  A|,  Ao,  ...,  A„<  ont  exactement  les  valeurs  données  à 
l'aiance. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  compler  le  nombre  A  des  conditions  ainsi 
imposées  à  F',  et  de  former  A  fonctions  aulomoi  plies  dont  le  (h'-ler- 
minantdes  valeurs  correspondantes  des  A  paramètres  ne  soit  pas  nul. 
Lue  combinaison  linéaire  donne  alors  la  fonction  F  cherchée. 

On  poiirr ut  aussi  assujettir  1''  à  être  indéterminée  en  certains  des 
points  A,,  Ao.  ...,    V,„  :  la  liémoustration  est  facile. 

GlIiAlD  4 
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N"!  I.   II. 

.*iU.  (  )n  |nul  >  ;iiri-:iii(-liir  <l«'s  li\  |mi||i<si>  II.  i  il  .'>  iclali\('<«  .1 
riiil«''j;ralf  fiinthiincnlajr.  Crlh-ci.  ni  flTel,  n'inlerv i«*nt  qu'au  para- 
;4i-a|tlu>  7.  Or.  riiivaiiaiil  Innilaiiicnlal  K<'-laiit  coiitinii  (|iiaiiil  l«>s  «iciix 
|MtiuU  (luiil  il  (l*-|)('ii<i  sont  iiitL'rit'ui  »  a  I).  il  <mi  n-.sullc  (|iit*.  pour  lc> 
iiiiilti|)li(°ili-s  r\«-|i<jtirs  iiil«-neuri*>  a  iiii  oiisfinhie  friim'-  \\  iiili'-iiriir 
.1   I  K   la  «IinI.iiii  • 


<l  un  |iMiiit  i|i-  la  iiimIIi|iIi(  iti-  I'  /.a  miii  rcnlre.  /.  <'-l.iii(  ('uii>laiil  cl 
sii|><''rifiir  â  a',  ne  saurait  touil)»M  aiidi-^xiiis  «1  iim-  (crtaiiic  liiiiilr  :  : 
autrcMDciit.  la  ruiiliiMiilt-  ne  s<-rai(  |)a>  uiiiloriiit'.  ««■  «|iii  c>>l  aloiirtlr. 
Il  «Ml  rcsullc  «jiir  le-.  uiulli|)li(-il<°-s  rv<-li<|iics  (l«>  païaiin-lre  A3  (  «5  7)  oui 
il«'S  cniIrcN  i|ni  11  Uni  pas  ilc  point  li  acciiiiiulat ion  int<-i'ii-iii  .1  M  .  <  hi 
a  ainsi  (■vitt'-  I  aiiixl  an\  li\  nol  lu  ^cs  i  ||.    't   cl   .*>  ). 


CHAPITRE  II. 


LES  GROUPES  LINEAIRES. 
GROUPES  DE  POIN'CARÉ,  DE  M.  PICARD,  DE  M.  FUlilNl. 


1.  Nous  allons  maintenant  étudiei'  diverses  catégories  particulière^ 
de  groupes  automorphes.  Nous  commençons  par  la  catégorie  qui  a 
fourni  à  M.  Picard  les  premiers  exemples  de  groupes  automorphes  à 
plus  d'une  variable;  cette  catégorie  renferme  aussi  les  groupes  auto- 
morphes à  une  variable  satisfaisant  à  nos  livpothèses,  et  que  Poincaré  a 
nommés  groupes  fuchsiens.  C'est  pourquoi  Ton  pourrait  nommer  les 
groupes  dont  nous  allons  nous  occuper  groupes  hjperfucbsiens  à 
Il  variables;  ce  nom  a  été  appliqué  par  M.  Picard  au  cas  de  deux 
variables,  et  par  M.  Fubini  au  cas  de  plus  de  deux  variables. 

Soit  /  (a:-,,  x-2,  •  • . .  J7«+))  une  forme  d'Hermite  (forme  quadratique 
à  indéterminées  conjuguées)  à  «  +  i  variables  (/i^i),  décomposable 
en  ji  normes  de  formes  linéaires  à  coefficients  d'un  certain  signe, 
positif  par  exemple,  et  une  norme  à  coefficient  de  l'autre  signe, 
ces  /?  -i-  1  formes  linéaires  étant  indépendantes. 

Soient  X(,  X.j,  .  . . ,  X„^,  les  variables  transformées  de  x,,  x-,^  ■  ■  ■  - 
X|lJ|-^  par  une  substitution  linéaire  telle  que 

/(X,.  X,,  . . .,  X„+i  )  =fix^.  T.,  . .  .,  x,t-^i). 
Posons 

'^z.  =  VaX„+i,         x/,  —  y/,Xn^i         (/.=i,> //  I. 

Les  Yk  ne  dépendent  que  des  j'/;-,  non  de  X,,^^.  Le  groupe  (F)  ainsi 
défini,  qui  permet  de  passer  des  yi(  aux  Yy;,  est,  par  définiticm.  le 
itroupe  linéaire  ( hyperfachsieti)  continu  à  n  jfciriables. 

2.  Nous  allons  démontrer  que  ce  <,>ro/ipe  snfis/dil  aux  hvpo- 
t/ii'ses  [il). 

Nous  pouvons  pour  cela  exéculeiune  transformation  linéaire  ju'éa- 


Il  (IIAl'ITKt.     II. 

lablr  quelconque  Mir  les  T.  O'Ia  rexieiU  .1  une  Iransforniation  liumo 
grnpliique  sur  les  v.  N(»ii»  piolilciuii».  dr  (•«•lie  f.u-ulté  pour  reriijtl.uer 
la  forme  y  par 

rindire  o  servant,    ici  et  «laiis    la    ^uitr.   a   <lislin;;urr  «Iciix    iKuiilires 
imaginaires  ri>njuf;>i«''s. 

Li    \alrur   .iltsoltii-    du    <lr-l«-i-|iiinaiil    <!*■    I.i    Mili^tiliit nMi     suju)-    par 

lc<   r.  (juin'l   on  pas?.e  aii\    \.  esl  «'•^ale  à   ii/i.  Soil  <•''•  la  xulrur  de  ce 

') 

déterminant.    K<inpla(  «ms  le^   \  pu    l<iii>   produits  p.n   r     "*■•  :  ci'ta 
fit'  chiinac  pas  l»'s  \  .  ri  I  (^n  a  iiuorr 

I  Xl  \|,o  -^   Xj  \;,.,    -     .  .  .-r-  \„  \„.„ X/i,  I  \fi  ^  1,0 

=  J-j  J-1,0  -H  Tj  JTj  0  -H.  .  .-*-  X„  T„.„  —  -Tn^i  .f,,  n.o- 

Mais,  celle  fois.  !«•  «Iflcrniin.iiil  de  l.i  Mihslildtion  sulm-  par  les  s  e>l 
égal  à  un.  Nous  piiii\uUN  donc  n<ni->  lnirncr  à  ee  cas. 

',i.    Nous    allons    Miainli'ii.inl    caii  idcr    le    d'iciininanl    lonrlionnel 
des  Y  par  rapiiort  an\  v,  «jor   n<»iis  d)'--i<;Mrron'<  par 

on,.  V, V„t 

«(ri'.r» r»)' 

irnplo\,inl  le  si;;ne  0  pour  l<->  diilfit'iiliations  I  cl.iiiv  fs  ,iii\  \ari.dilf»  1  , , 
\     i   ,.  x,,^,,  el  le  si^nf  <^  poiii-  lc>  ddlV-iinl  i.il  ions  icialivcs  à  .r,, 

.'■j •'"//+«• 

On  a  «'•%  ideniMii  Ml.  (picllc  (|Mr  >oit  |,i  lonclion  /. 

'-/■  0/  , 

ci—  =  r,, ,  I  ——  (  I  ,'   /i        I 


«/        V       *!/"         **/ 


|)i    plie-,  ipi)  lli    ipi)'  soil  1,1  v.iii.ddi    /.. 


0\i         -'W  -.  ..    '»\„«| 

•  a/.  Ot.  U/ 
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Nous  en  rléduisDns  d'abord 

âxo  dXi 


rf(X,,X2,  ...,X„+,) 


d(Xi,  X.,, x,i+i) 


\" 


OXi  (iXi 


OXo 


dx-. 


r)Y,  dY, 


dYn        àXn^i 


'J^n  +  \       àx,i^i 


dx,. 


dXn- 


5Y/, 


ou,  en  introduisant  les  dérivées  o,  et  remarquant  que  -^ — —  =  o, 


(V 


,  drx,,Xo,  ...,x„+,)      x;;+,  oX„^,  r:(Yi,Y,,  ....y») 


Comme  X„^i  est  fonction  linéaire  et  homogène  de  ic^^.!, 

Donc,  le  premier  membre  de  (2)  étant  égal  à  ari^ 

,-  o(Yi,Y„....Y,)_  xlX\ 

Le  second  membre  ne  dépend  que  des  y,  comme  il  était  évident 
a  priori. 

i.  Nous  en  déduisons  immédiatement  que  l'intégrale 


(4)  I=J' 

oii  Ion  a  posé 


.(2n) 


d{y\,y\.y\,yl.  ••-.r») 


yu=  y,,-\-iyk, 


est  invariante  par  le  groupe  (T),  pourvu  qu'elle  ait  un  sens.  Nous 
allons  voir  ([ue  c'est  V intégrale  fondamentale,  l.e  domaine  prin- 
cipal D  sera 

(5)  yiyi,Q-^r'!yi,o-^--'-^  ynyn,o—i<o,- 

qu'on  peut  aussi  écrire 


ciiApiTnu  II 
i.  iiix  tit  l'i/it  fofii/nnienfiif.  <M(iii.  *ci;i 


\  '  '    ■:   «■I»''»!  ♦  1,(1    •     I 

on.  <-ii  ml tiMliiiN.iiit  les  \ai-i.ilili-N  )-  ci   |«>»  \iiri;ilil*'s 
r,,-  -^  (l  =  i,  f n). 

1)1     lll\  .11  Ullll     M-l'il 

<     (yij^\.o-^yt}'i,i>-^-  ■■-+■  ynj'n.o  —  i)  » 

}   X  (t,,  r,,.„  -♦-  T,,  T,î.„        .  .  .-^  r,„  Y,„.,  —  l)  i 

.'».       r.ll     ilil-l.     le     ilitlIMIIK'      I)      ^.tll^l.lll      <'\  llIl'IllllK'Ill      .IIIX      II  \  |H  r|  llioi's 

II.  I  - 1 'j  .  N..II-  ,iii..ii-  \.iir  .|ii'ii  -.iiivr.iii  ;(iis-i  il  rii> jM.iii.'-sr  (  n,  u^i. 

fuient 

^A  =^  (U./  -Ti  (  ^         I,   f /J  —  I  ) 

r  -  1 

l<>.  tiiiriiiili'^  i|iii  loiil  |>.i^>-.r  (|f^  ./  ,Hi\  \.  I  11  i.ihiij  I  l.i->'»i(iii<- 
MKiiilri'  i|ii<' 

I  M  I  ^    '(,  n ......--  ,1..  ..   .      ,,/..,...,.-_  I  . 

/      1 

(  )r,  «1  ajtrrs  ce  imii    m  mc»  .i\  c  ni^  su. 

\  -Il    I 
MV|.  ^. ''"■        /    V^  \ 

/  I 

l)oln  .  \i-  i,i|i|Mirl  (lis  \;ijciiis  ;il)sii|ii)'s  dr  «  <■  ili-lcniiiii.iiil  rii  «l»ii\ 
|MMiil>  il  un  <-ii<.iiii|i|r  Iniiic  k  iii!«'Ticiir  ;i  I  )  col  une  titiirtiitii  l'antinur 
<!••  «Iriix  ••^>l«'>in<>'  «le  vairiirs  «l«*s  ^>\  «1rs  varialilrs  an^i^I  <'M4.i,H.fM  *** 
«l»-s  vari.'ilili-H  riiiijn^ii(';r>  <|«'s  |tn'<'('«lfnirs  ;   nr.  ers  fin  \ai'lalil«->  «.uni 

Imilrs  lllfrri«MMrs  .»   ////   en   \  illt-lir  .llisnlnr.    |)n|ic    Ir»    ||ntn|i|-c^    M    <•!    wi 

<!<-  rin  |Milli      >      Il     .',     I  xivii'iii . 

!)•'  liH'iiK',  1  II  \  |>ii|lii-si'  lin  |t.ii-.i^i  .ijilii    '.{"J,  I  (.li.i|i,   I  I  i'nI  >.iIi-«I.uI<'. 

•'     I  ml.  ;:i..l>    I   sjitihfail  .in\  li\  |Hilli('>sfs  ill,    t    .i  .*J|.   I„,  rmuliiiu 
qui  y  lif^iin;  r»i(  (-uii*>laniiiiriil  |i<»^ili\i-  (i.iiis  I  >. 
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7.  F  csl  lonclion  s\  inétrifjiic  cl  conhnut'  tlaiis  D  (^li's  deux  poiuls 
(jKi,  .)'j.  ••-  J'// )  •'!  (■''iM  '/^,-'^  •••'  ■''wv)-  Elle  satisfait  évidemmcnl 
iV(H,"6). 

Les  iioinhres  ).'  et  À"  de  (H,  8  el  9  i  sont  égaux  respeeli\  enieut  à  i 
el  à  lialini. 

Pour  éludier  les  mulliplieités 

F  =  À, 

udus  |)()u\<)ns  amener  (v1i,t,o,  ....  r;»  )  dans  une  position  particu- 
lière, car  (F)  est  transitif -dans  D.  En  effet,  considérons  l'origine 
des  coordonnées  :  c'est  un  point  de  D.  Pour  qu'une  transformation 
de  (T)  l'amène  en  (  )■,,  }-o.  .  .  .,  y„).  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 

«/,.„+,  :  a„+,,„_,i  =  j/,  (k  —  \,  •>.,  .  .  . ,  H). 

Or,  (;eUe  relation  est  compatible  avec  (;))  [)ourvu  seulement 
([ue  (J'm  J'2'  •■■•yit)  appartienne  à  D.  Les  coefficients  aA^„_,.,  étant 
(détenus,  les  autres  coefficients  de  (F)  peuvent  s'obtenir  sans  diftl- 
culté;  ils  ne  sont  pas,  tlu  reste,  entièrement  déterminés. 

La  Iransitivité  de  (F)  dans  D  étant  ainsi  prouvée,  plaçons 
(•/•j,,  Tjo,  .  .  .,  r,„  )  à  l'origine.  La  mulli[)lieité  à  étudier  devient 

C'est  une  hv[)ersplière,  satisfaisant  é\idemment  à  (H,  7),  puis- 
([ue  A  >  1 . 

8.  rSous  avons  ainsi  achevé  de  démontrer  que  (F)  satisfait  aux 
hypothèses  (H  ). 

Les  résultats  du  Chapitre  I  s'appliquent  (h)nc  à  ces  groupes. 

On  peu!  même  remai'quer  que  D,  étant  l'intérieur  d'une  hvper- 
sj)hère,  est  linéairement  simplement  connexe,  ce  qui  permet  d'appli- 
<[uer  le  théorème  du  paragraphe  29  (  CJiap.  1  ). 

9.  ^ous  allons  maintenanl  montrer  qu  on  ne  peut  choisir,  pour  ce 
groupe  (F),  d'autre  domaine  j)rincipal  que  le  précédent,  sauf  dans  le 
cas  de  /?  =  i . 

Si  /?=  1 ,  en  effet,  le  domaine 

^r  SC\   0  —  .7'5  X-^  (1  O 


Il  Ui  I  lu     II. 


I  >|  .11  I  I  |ilalilr  «-«iiiiiiir  «litiii.iiiu-  iii  iiiri|t,il.  Iitiil  siiii|)lciiiriil  parrr  tiiK- 
l.i  fttrmi-  j-^J'.^o  ./*,./•,,„  !•>!.  loiil  .iii--i  l.i.fi  .|m.-  /  ,  /■ ,  ,  '.•/...«.  <lu 
tx|M-  iiilriMiiiil  iiii  |i.'ii-.i<^ra|ilir  1. 

Sii|i|Misiins  iloiK  /(  I  Si  II-  «loiii.iiiir  |iriii<'i|t.ti  «'<iiii|tri-ii«i  i|ii<-l«|ii«' 
|)<iiiil  <|r  (II.  il  I  iiiii|ir)'iii|  (  M  luiil  l'iilirr.  |iiiisi|iic  (l'i  rsl  lr,iiis||i( 
ilaM>  «•«•  «loiiiaiiii-.   I)r  iin'iiir.  s'il  (nmiirtMid  i|iii  liiiic  piiinl  air 


<  lo) 


1  ,  V,  „  •    r,  > 


il  iniiijircMti  tr  (loiiiiiiii)-  loiil  cnlit-r.  i.w  li-  ;;iuiijn'  \  r«.|  aiis«»i  liaii- 
Mllf  :  on  pruiiM-  ri-  iltiiii<  r  |miiiiI.  <  oiiiinr  la  I  raii->il  i\  ih-  dans  i  '»  ).  rii 
|il  iiliv  .ml    i|llr   je    |i<i||||    ilr  (  i  inii  l<  tii  ||tt<.   lu  UIK  libelles 


J-,  :^l,-       J-.z=  Xi=..  .-  X„+f  =  0 


|i<iil  (•Ile  (  li.iiii;c  |iiir  I  1")  m  ii'im|Miil<'  i|ii<'|  .mlir  |i<>i!il   <!< 
I.iiliii.  I  I'  I  l'si  iiii^«.i  liiin-ilil  -m   l,i  iiiiill  i|ili<  il< 


(II) 


.'  i}'}.»-^  y^Xi.»-*- •  •  ■  ■-  .»'/». >'«.i.  =  I 


\:u     rllrl.     jil.iiniis     le    |ii>iii|      r,  V.  ...     -  ^'^_,  =  O,   ^^  •-  I     «le 

<  rlli-   nMllll|ill(  Ile.    Il    «.,1.1   (il. mur  «Il   t    )  ,.    V.. V„  I   >i 

"..'.         =  f-yt  -r-  't/.n^l  I   A  n  -4-  I), 

"«  •  1 .//  ^^  ^'         •+■  tl„  .  \,ri  •  1 1 

/    »l.ml    Mil''  rii||s|,i|||c  MiirlriiiKjiii'.   (jiiimir 


il    «Il    M-^llIlc 


.'  I  J'i."-^  yt.r: 


y„y„..~  t) 


,(V,     ,,  .      ,) 

v„ 


1.0^  ''(«■♦■|.«i<  I   fl»l4|.W*|.0  ="     I  • 


<  h  .    If   l<  I  nir  <  Il   /  /  „  ■  -I    nul   i|r  liii-inrnir  ;    \v    l«i  iiir  iii<li'|M'iii|.i|il    de    '/, 
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floit  être  Cf;al  à  —    i.  On  A()ii"([M<'  ceci  se  lédiiit  :'i 


partie  réelle  de      À  I   ^  J'/ rt/.„  +  i,o— ^«+i.«+i.u   1  —  i- 


ce  nui  enlraiiie 


Mais,  de  pliir 

/i 

V 

X  ,  ^/-«  ^ /."  +  !."  —  ^ii  +  l.ri  dn+i.ii  +  l.ii  —  f>. 
/  =  1 

/        "  X 

/■  (     y^y/a/.n  +  l.o—  an+l.n^l.v    )  =  '• 

Cette  dernière  relation  entraîne  l'autre.  On  elioisira  donc  les  «/,«+, 
de  façon  que 

n 

V  _ 

et  (jue 

II 

1=1 

ce  qui  est  possible;  alors  "a  et  les  «/,„  sont  déterminés;  les  autres  coef- 
ficients s'obtiennent  sans  difficulté. 

Mais  D  ne  peut  comprendre  (lo)  tout  entier;  une  première  raison 
en  est  que  ce  domaine,  qui  comprend  tous  les  points  à  l'infini,  ne 
peut  être  ramené  à  distance  limitée  par  aucune  transformation  bira- 
tionnelle  de  l'espace. 

Mais  il  semblera  encore  meilleur  de  démontrer  ([u'iine  des  propo- 
sitions les  plus  essentielles  de  notre  théorie,  celle  du  paragraphe  7 
(Chap.  T)  n"a  elï'ecti\ement  pas  lieu  dans  ce  domaine.  iSous  allons  le 
voir  en  prenant  pour  groupe  Y  le  groupe  des  puissances  d'une  substi- 
tution particulière.  Si  n  >>  :i,  cette  substitution  n'altérera  pas 
^3,  J74.  . . .,  x,,;  pour  les  autres  variables,  même  si  n  =  2,  on  posera 

r  X,      =  ^1  e'^  ch  a  -f-  J'n+i  e'^  sh  u , 

\.  X„H-i  =  Xi  e'^  *h  u  -+-  a:„_Hi  e'^  ch  u  , 
où  H  et  U  sont  deux  nondires  réels,  u  ^  o.  On  a  bien 

X]  A]   0  -r-  Xi  Aj  ,1  —  X„-|-i  X„_f-i.ii  =  't'i  ^1. Il  -^  ^'2^2,0  —  ^/I-f  1  '^«4-1,0  • 


iiiM-iriiH  II. 


La  |iiii>s<iiir(*  m  «Ir  (><M(i'  >nlt>lilii|iiiii  s'iilihnil  t*ii  rciiiplariiiit  siiiipl*'- 
ini-iil  0  par //lO  <•!  //  par /////.  Soil.  par  rM-mpIr.  ii  ><.  Si  |i-  puini 
iiiili.il  ir.ipp.irlii-iil  .1  aiiiiiiH'  «Ifv  \;tri«'l«'>- 


se»  lr.iii»liiriiii'o  l<  ii>l<  iil  \«  1^  l<    |M.iiil 


iiii.iiiil   ///   li'iiil  \i'i~  y.,  il    \i'iv    II-  iiiiiiil 


4|ii.wi<l  ///   hiiil  Mis  X   ;  il'MH    I  .•  ^i..n|M'  r  ■  -I     il"i-  -II»!  ..iilmii    |M.m- 

te  |)iiiiil  initial.   Mai^  ^i 

1rs   I  iMil^Inllili  -    !•  ikI"  ni    \i|s    le  piillll 

.'  .  ,  .=  T„  -  I . 

<pii  a|>|).ii  Iniil  an  iliini.inii'  i  ii>  >  :  nniis  sdniiins  «Iiimc  i  ([laiiis  (pic  /»• 
t/ii'orème  en  lun-  n  rst  /ms  (ipjiltcuhlr  à  ce  (lonuitiir . 

I  .<•>  im'inis  siilisiii  iil  ii)iis  rliaiipi-nl  iii  liii-m<-mi'   |<-  pnmi 

appariciiaiil  à  la  iiiiill  ipln  il*-  i  i  i  >.  <  <-  ipii  |ii-iiii\i-  ipic  le  (luiiiaiiK-  |iriM- 
<  ipal  m*  prnt  iimi  pliis  riiinpr(-ii<lr«'  aiiciiii  |Miiiit  <l<'  nili-  niiilliplinli- . 
|)ii  i<-s|i-,  Ir  ijiiiiiaiiii-  piiiK'ipal  (laiil  <>ii\ri'l  il  lie  rniiiprciiaiil 
pao  (  lit  I.  il  m-  pi -ni  ritinpirmii  <       i  i 

II  n'sir  iloiH  Ir 'liiiiii.iiiK-  I  M  roiniiii:  siuj  liitinaiin-  principal  pns- 
-ililr,  pmir  fi 

1(1  (  hi  xiMl  il  III14-  laroii  aiiiijn^iir  <pi<'  l<'-<  i'<-s|ri<'liitii>  ipn-  iioti» 
a\oiis  iiiipiiMTs  a  la  InriiM-  /' «!••  iliM-riiiiiiMiil  ii»>ii  nul  (  >i  I  i  -«mt  .iIimi- 
lilIlK'lil  iirrrNsairt's  a  I  itlilriilnni.  par  Ir  pinri'tlr  iMiiltpir,  <l  un 
;;roiipi-  i  l' i  salisfais.nil  aii\  li  v  pnl  lirsrs  i  jj  i  ;  il  n  \  a  ipi  une  r\i  rplioii 
p<-ii  iiiipiiiiaiilr  a  imlir  puiiil    i|r  xiir. 

Sllpliosdiis,  m  rllrl,  ipir  /  soil  i|i-i'<  iinp<  ts,i|i|r  rii  y»  in  Ullll-s  à  OOl'f- 
liririils  piiHilifs  (M   /l  IloHiir»  ,t  riirninr ni  s  nr^atilN,   aMT 
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Ou  |)oiil  alors  r('m|)lacci' /"  par 

/  =  1  /=/)  +  ! 

On  se  rend  coni|îte  imniédialeinent  (jiie  le  groupe;  ohlenii  esl  transilit 
dans  cluicun  des  domaines 


/' 

2j  ^l  ^l-" 

/;  +  « 

1  =  \ 

/=.p-i-i 

l> 

/'+" 

2  ^'  ■'^/•" 

—    2     ^/^/,o<o, 

i=\ 

i—p  +  \ 

/' 

p-t-n 

—    ^     a;/a7/,o  =0. 

/:^1 

/  =  ;)  +  ! 

Or,  le  théorème  du  paragraphe  7  (Chap.  I)  ne  saurait  s'appliquer 
à  aucun  de  ces  domaines.  Pour  le  premier,  on  le  voit  en  ne  changeant 
pas  Xp^2,  ^p+s:  •  •  -7  ^p+>n  iii)  si  p  >  2,  a^s,  x,,,  ....  Xj,,  et  en  appli- 
(piant  à  Xt,  X.2-,  0Cp_^i  la  même  substitution  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent; cela  élimine  en  uunne  temps  le  troisième  domaine.  Pour  le 
second  domaine,  de  même,  on  ne  change  pas  Xi^  ^.t.  -  •  -  ^p^  "i- 
si  n:>  2,  Xp^:t,  Xp^',, Xp+,i;  t-t  Fou  applique  la  même  substi- 
tution à  Xp^tj  Xp_^2-  ^i- 

Il  reste  seulement  le  cas  où  les  normes  de  décomposition  seraient 
toutes  de  même  signe,  |)ositif  par  exemple.  Il  est  \rai  que  l'hypo- 
ihèse  (H,  1)  n'est  pas  remplie  dans  ce  cas,  puisque  le  groupe  obtenu 
est  transitif  dans  tout  l'espace.  On  constate  néanmoins  que  les  pro- 
jjositions  du  Chapitre  I  s'appliquent  pour  la  plupart  :  cela  tient  à  ce 
(pie,  si  l'on  ajoute  èi  notre  forme  un  terme  — x„_^.2X/,^■2,(,,  notre 
groupe  apparaît  comme  sous-groupe  d'un  autre,  auquel  la  théone 
s'applique.  Mais  ce  qui  enlève,  à  notre  ]>oint  d(^  vue,  de  l'importance 
à  ce  cas,  c'est  que  le  théorème  du  paragrai)he  7  (Chap.  1)  montre 
([ue,  les  groupes  discontinus  de  cette  sorte  élan!  discontinus  dans 
tout  l'espace,  ils  ne  couqiteul  (piiiu  nombre  liiii  de  substitutions.  Les 
fonctions  automorphes  correspondantes  sont  donc  rationnelles. 

11.  Théorème.  —  Tout  groupe  linéaire  sans  substitutions 
infinitésimales  est  discontinu  dans  le  domaine  D. 


■  MAI' I  I  Kl      II. 

On  siiit  «  I- «|u'(tii  fiilfiict  |iiu*  <;ruii|M*  coiilciiaiit  «les  substituti«ino 
iiilinitt'oiinali's  :  rrla  m'iiI  (lin*  t^\U'  !«•  ;;ruii|U'  roiitit'iil  «jiielquf  substi- 
liilioii  iKni  i<i«-iilii|iii-  «iiiilt  II'»  rurfliririit»  ilifri-n-iit  «le  cru\  «ir  la 
oiilt^liliiliiiM  i(l('iili«|nr  <li-  i|ii,iiitili-»  iiiiiiiiili  1-  ijii  un  iioiiilirr  «|ti('l- 
<  <i|ii|iic  ildiiiir  à  l'aNiilirr. 

\hiis  |tn>nMTnn«.  cjuf  tout  i,'r<tufh-  tum  (liscnnfinu  <liins\}con- 
tti'nt  lies  sitl/stitutions  iiifinitésinuilfs:  «rla  r«-\i«iil  an  th«M)rèmr 
•  •n«i|ir«'. 

Soii  r  nn  ^r<ni|i<-  inni  dis*  uniinn  <lan»  I).  Ni  i On  »•'  «lunix'  l<'s 
traiivlnrnit's  par  uiu-  >nl>»ti(ntinn  «I»-  I'  «Ij-s  /i  -4-  i  |»iMnl-«  •!<•  I  • 

A„      I   »7  -   n     (  ^  -  I,  -j, n)\ 


[-; 


•   yi- 


/  .'  / 


/  = 


<tH«'  »nlis|iiniuiM  fsi  <|«l(  rniiiiii-  i  oiii|i|<trini  ni .   (lai    li»   // -j    i  rijua- 

tlolls 

"*.«-ei  :  a„^\.>,*\  —  t.k         (/  =  1,  2,  .  ...  n  I, 

.     ,  "X./n  I  "A.n-^l.o —  "«-♦I,  11-^1  "/Il  1,11  t^l.ii    -  —  '  • 
*  =  l 

OU  1rs  T,A  xtjil  1rs  (iiordoiiiircs  du  IraiisfornM"  d»'  A„,  drti-i  niinrnl 
''■**  "A.//^  t  i«  H"  facirnr  jiivs  il».-  \alcnr  alisolur  r^alr  à  un  :  «m  achrvna 
df  les  ditrrininri  m  iiii|H>s;iiit  ;i  ^/„_^,^„^,  la  t'undition  d'rli»-,  jiar 
«•\rinj)l«',  |«»sitil  ;  on  s.nl.  en  cDrl,  «|ur.  d.iiis  Ifs  rxjtn'ssioMs  do  ^ 
l'M  fonrlinns  des  y,  (t-  I  artiii  r  di  spin  mji  j  ,i .   j'iiis  il  (";iiidia 

nii  1rs  r^^'   siiiii  les  (ourdnniM'i's  des  tiansdirnu's  d«*s  A/.  ^Ntnis  iiouNons 

lirrr  ilr  là  Inus  1rs  ai,^i  rii  tuiirlions  linrairrs   i\v  ii„^ij.  l'«irlon>  daii> 

fi 
V 

I     I 

imus  idili-niiiis    une    nLiimn    linr.mr   en   n,mj.  où    l<     i  iM'Ilit  iiiit    d< 
«  <lii-  iiH  unnnr  vs\ 


\' 


(  .r  i'iirr(i<-iriil  u'rsl  |i,i^  nul.  d  .ijnrs  it     <|nr    iinns    s.imiUs   dr   l'iiixa- 
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riant  toiidaiiicntal,  et  parce  (jue  les  relations  entre  les  ak,n+i  t;n- 
traînent  I  «,^^,,„_^,  [^  I .  Donc  tous  les  coefficients  de  la  substitution 
sont  entièrement  déterminés  et  sont  fonctions  continues  des  coor- 
données des  transformés  des  points  donnés,  coordonnées  (jui  ne  sont 
d'ailleurs  pas  indépendantes. 

Or,  r  n'étant  pas  discoutiiiu,  A,,  a  une  suite  indéfinie  de  trans- 
formés tendant  vers  lui-même  (§  7,  Chap.  I).  Les  transformés  corres- 
pondants des  autres  points  restent  alors  dans  un  domaine  donné  R 
quelconque,  intérieur  à  D,  et  comprenant  à  son  intérieur  l'hyper- 
sphère 

4(^ijKi.„-^  y-2ri,»-^----^yny„j^)  =  i. 

Ces  systèmes  de  transformés  ont  donc  un  système  d'accumulation 
dans  R;  il  est  donc  possible  d'en  trouver  deux  qui  diftèrent  aussi  peu 
que  Ton  veut.  Mais  les  a/,^i  correspondants,  qui  en  sont  des  fonctions 
uniformément  continues  dans  R,  diflerçront  alors  aussi  peu  que  l'on 
vent  pour  ces  deux  substitutions  :  le  quotient  de  celles-ci  sera  une 
substitution  infinitésimale.  Il  v  en  a  donc  dans  F.        c.  q.  f.  n.  ('). 

12.  Citons  encore  l'expression  diflerentielle,  évidemment  inva- 
riante, 


2^  x/,j,  dx/,—  :r„_n.o  c/.r„H 

/   "  *  \    /     - 

[      —I   ^  ^^^/,.o— .r/,  +  1  :r„-^i.„  W     >^  dx/,  dx/,^^,—  dXn+\  d.r„  +  i_,, 
\/,-t  /    \/,  =  i 


I     ^  X/,  X/,^0 


^«  +  1    ^H+  1,0 


(  '  )  Ce  Uiéoroine  prouve  la  discontinuité  des  groupes  F  obtenus  de  la  manière  sui- 
vante.   Soit  /,     un    corps    quadratique    imaginaire    de    nombres    algébriques.     Soit 
f{x,,x...  ...,x,i^x)  un  hermitien,du  type  considéré  dans  ce  Chapitre,  à  coefficients 

erUiers  duiis  /.'.  F  sera  le  groupe  des  substitutions  semblables  de  /  à  coefficients 
entiers  dans  /. . 

Si  les  coefficients  d'une  substitution  de  r  sont  suffisamment  voisins  de  ceux  de  la 
subslitution  unité,  ils  coïncident  en  effet  avec  ceux  de  la  substitution  unité. 

Ces  groupes  ont  été  étudiés  par  AI.  Picard  pour  n  =  i  {Ann.  Ec.  Norm.  su/»., 
o"  série,  t.  I,  iSX'ii  P-  0!  American  Journal  of  Matkematics,  vol.  XI,  1889.  p.  187) 
et  pour  //  =  3  {Acla  nialhematica.  t.  I,  1882,  p.  297;  t.  II,  i8S:),  p.  1 1 '|  ;  t.  V.  iS8'|, 
p.  121).  M.  Alczais  a  également  étudié  le  cas  de  /(  =  »  (^«71.  A'c.  .\orni.  su/>., 
3"  série,  t.  XIX,   1902,  p.  261). 


(  iiAfiTh^:  II. 
hlli-  «•'«•«  ril  riH'orv 


•  m  i-iiliii 


»=I_/=J àj-t_ 

;  ^  V  I  7)1  dy,  -  y,  dvk  I'  -  ^  I  '0*  i' 

__       k  -.\    lz-\ A  -I 

a  \   1 

•-  ^  *=l 

I      M  :  .  Il 

2^K.„</kaI   -I  V^ii^*..'— '   I  ^  </> X  dyji,„ 

J *  t^l /       i  =■-! 

'      "  \  * 

(  ^^'.y>-"—  '  ) 

La   iiM'Itiitil    ij'|.  }'_. "»'„  I   •"   I<iiil:iih'.  un  \.iil  ijih    i  ri  iii\  ,ii  i.mi 

rsl  t*s>('llti<-||rinrill  |Hi>ilil   iliiii-    I  >      ' 

\'.\.  I  .<  ^  mit  ;;i  .il<>.  »iiii|ili-'-  |ii)ii.iiil  »iii  l.i  i.ii  iih'  »  ,11  Tti-  (Ir  I  r\|iri-*- 
*ii>li  |iHM  iili'iilf  »i»iil  iii\  .11  i.Mi!)'..  I  ii\  ;iri,iiili-^  iiiis»i  »unl  l«"»  iiilr- 
;:r;ilr>  < /i"'"'"  <lii  |iiii-a^r.i|)li<-  i.  Il  (  \i-if  ir.iiil  i  <- mlr::!  .ih-s  iii\.i|-i,iiiifo. 
|i;ir  ••MMiipIf 


'    \ 


■  ''  '  '  .)|.M.      »    i.U.     •    •    • 


i|i|i    iii)tii-   iiiil.ilinii    |M  iiiiil   il  i(  iiii'  ^.111^    l.illi-    .i|>|i.ii  .titrt     le»  \  .11  i;|l>|f« 
|||<I<'|M  iiil.iiiti'».   (  >ii   |i<'iil    I  riii.il'(|iii'i    iiii'iiii'  iiiii-  li-^  l'Ii'iiii'iil» 


II*  «/ 


Hiil»i»vi||t .  il.iiis  II  II  «  li.iii^riiii'iii  <li  V  .11  i.ililr».  I.i  II  aii^tiniii.iliitii  iiiiciiin- 
a«ijt>iiilr  ]i  rrllc  (1rs  </^'4.  I*,ii  ^iiilr.  mi  .iiii.i  iiih-  iiilr^nilc  ( /i  -  l)"'** 
iii\.iii.iiilr  i|i)iit  11*  curijé  lie  i  rlcnii'iil   srr»   la  roriiH*  adjuiiil'     ' 


M  jo'i  >iii|i..rliini  iJfiiM  lo  travaux  ilr  M.  I  uluni. 


Lies    GROUPES    LINKAIKKS.    GUOIPKS    l)K    POIXCARK,    Dl-     \1.    l'ICARI»,    1)K    M.    l-lItIXI.      <J'i 

c"est-à-dire 


i  ^\d(ji,y2,  ■■■■yh-uyh+u  ...,y„)\- 


1      n 

'[ 

\  -,s<- 

-iYy,d{yx 

,  JK2,   . 

•  • .  J/.- 

1  J^/.-t-i)  • 

.■,yn) 

1 

L'intégrale  (?. /?  —  i  V'^^**  |>ortunl  sur  la  racine  carrée  de 

n 

\    ^  \d{y^^y■2,  ...,y/,-i,y/,-+i,  . . ..  j,,;  r,,,„  j,.„,  ...,jk„,o)|^ 

[      —  !  ^^  —  iy':y/cd(yi,yi, . .  .,jK/,-i,jKA+i,   -  .,r«;ri,-':y2.-h  •  •  •,7«,n)     \ 


-Ei^"0' 


est  aussi  invariante,  ainsi  (jiie  l'inléiirale  («H-n^'P''"  dont  le  carré  de 
Télément  est 


^y/.;od{y/,-,yij„  r,.n,  ....  j)-„.„) 


^77  ^  H 


<^(r/.  ;  ji.".  j^2.' ji'".")  I- 


(■.-2lr<:') 


H.  Plus  !;énéraleraent,  il  existe  des  inléi;rales  in\arianles  de  l(iii> 
les  ordres  de  multiplicité,  de  i  à  :->. /i.  Démonlrons-le  seulement  pour 
les  intéorales  doubles  :  l'écriture  sera  plus  simple,  et  le  raisonnemeul 
sera  dune  i^énéralité  évidente. 

Tout  d*al)ord,  remarcpions  (pi<'  si  la  suli->lil  iil  iitu 

I   ^a;  2''*•^*^?   )  (a  =  1,  i,   ...,  /n 


CIUHIIHK     II. 


rhilll^l 


/'-r, 


a-  I  ;j_  I 


'.!.»; 


V    V, 

x-\    ,1-1 


'2.;i  '  ji^;î         '.''a.>=  ^?.a'. 


I.i  «iili^t  II  ni  ii>ii 


,     // ( «  —  Il      .  , ,         ,  , . 

itiitiniil  *iii    jrs  N.iri.iliji-^  ,1  il<ii\  iikIk'i's 


ii.iii^i- 

7^1  2L     ^  ^  "^a.-.  "?!•'■■- ''a. Ç"3.V  »-ï.ft  «y. Ô 

X  -  I  ,1     ;  I      y  -  1  Ô  =  1 

1 

-  ]^  ^    ^  ^  ''»?''?•'*— ''xv''?r**ï?-.''- 

1       :  .'J      17      I  '/  . .  1 

Cl'lil   li"\l<iil    111  rllil    il   (lilllolll  I  rr  iiiii' 


V    V    V    V     ''»••••    ''-'' 


;i.v      "|i.in 


(  )r.  eu  l.iio.iiil  il  .iltiti'l    lii   xiiiiiiii.it mil   |i.ii    i.i|>|)iiil  .1  7  i-l    j.  Il-  im'inii'i- 
iiM'inlii  •-  il<-\  iciii 


^'      '         V^../'.>. 


'  V    \' 


\ 
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efîecdidus  maiiiliMiunt  les  sonimalions  reslantes,  il  vient 


ri  n  n  n 

n  n  n  n 


a::;!     f  =  l 


a  =  i    Y  =  l 


Or,  d'après  riivpothèse,  le  premier  élément  de  la  première  ligne  esL 
rt>,,v;  et  de  même  pour  les  autres;  l'identité  a  donc  lieu. 

Nous  pouvons  appliquer  cela  en  remplaçant  la  forme  f  par  la 
forme  (12),  les  dj /,  et  <^J'a,h  remplaçant  les  j^oti  et  les  d{y/f,  yi), 
d{Yk^  yi,o),  <^f'{yh.oi  yi,o)  remplaçant  les  ^a,3-  Nous  voyons  qu'il 
existe,  quel  que  soit  /?,  une  intégrale  double  invariante. 

De  même  il  existe  des  intégrales  invariantes  d'ordre  2,  3,  ...  jus- 
qu'à 2.  n  {^). 

En  mettant  (j',,  j'2,  . . .,  j'«  )  à  l'origine,  on  vérifie  que  les  expres- 
sions introduites,  qu'on  pourrait  nommer  formes  quadratiques  de 
différentielles  multiples^  sont  toutes  définies  positives  dans  le 
domaine  principal. 

Antérieurement  à  M.  Fubini,  Poincaré  (-)  avait  donné  l'intégrale 
simple  dans  le  cas  de  /i  :=  2,  et  annoncé  l'existence  d'intégrales 
doubles  et  triples;  les  intégrales  quadruples  avaient  déjà  été  intro- 
duites par  M.  Picard.  Quant  au  cas  de  «=  i,  les  intégrales  simples 
et  doubles  ont  été  introduites  par  Poincaré. 


{')  t^)iir  le  voir,  on  introduit  des  variables  à  p  indices,  chanf^eant  de  signe  quand 
on  permule  deux  indices;  la  fonne  quadratique  relative  à  ces  variables  s'obtient  en 
prenant  comme  demi-coefficient  des  termes  rectangles,  ou  comme  coefficient  des 
carrés,  Je  déterminjnt  d'ordre  p  formé  des  éléments  a^  3  dont  l'indice  a  parcourt  les 
valeurs  des  indices  d'une  des  variables  du  terme,  l'indice  ^  parcourant  celles  de 
l'autre  variable  Pour  p  égal  au  nombre  des  variables  primitives,  ou  à  ce  nombre 
diminué  de  un,  on  retrouve  les  théorèmes  sur  le  discriminant  et  sur  les  formes 
adjointes. 

{^)  Poincaré,  Œuvres,  t.  II,  p.   63. 


GllîALD. 
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i.Udl  TKS  ij[  M>i{\llnl  l>  t.oMi'HI.N  \M   i.l.-  <.U<U  i'l.>  llM'i.K  MIKLIKNS. 


I.    S.iil 


'  n*\    '  n'-z  r  •  -  I-    •'t "^  H'  "        ' 


iiiir  Imnir  )|ii.iilt-iitii|iii>  <loiU  la  d<^compositiitii  ruiii|iri-iiii«-  /*  (•iirrr> 
|»|-rtr(li's  il'iiii  (-tM-lti(-i<-iit  pnsiiif  rt  driix  r;irrrs  à  <(M'lli(H-iil>«  iir^alifs. 
CoUMiliinii^  |llllt^•^  Ir»  ^ii  I  t»l  1 1  il  I  H  iii  «.  Iiur;iirf>,  à  <«M'fli(H'iit  •«  irrls, 
tfllfv  i|ur 

I  \'i.  I  X/..  j  — ?'X,,  \,, \„)  -  T„,\rH^  —  9(Xt,  .1 

l'uNOlls 


!«•>»    Ir.iii^b  •!  iiH  -    ^     .il  -    »     iH'    i|i|Minliiii    iiiic  iIl'>  )•.  >>i  I  <iii  iiii|i<)>.«'  lii 
roiiililioii 


iiii  iiiir.i  .'iiissi 


.v„^,  —  çf  K|.   Yt ,Yh  ). 


^„.,     '-(V,,  v, v„i. 


Iîi-iii|iliii  ll||^  iiluis,   (1.1  11-    ^  , .    N  , ^  I,.   )  //  ,  I   l'.H   -.1   \  ali-iir  I    '  I  :  tiii 

(iIltK'Itl    i|i->   sllltslllllllnll-.  I|IM<||  ,ll  li|ll<-s   -III-    )  ,  ,    ) \, )-,,  ;    ft   «■«•<,  M|||>- 

t iliil mil-*  (iiiiiH-iit  un  ^'r<Mi|i)-. 

(Ml   \.i  %<iii    (|ii  un   ««ii.iin   >.iiii--^i  iui|ii-  (Il  (le  (  ilui-ti  satisfait  aux 

Il  V|Ml|  lll-C-         II. 

"1.  I  ..I  11. il  lin-  lin  •  lui  ■  ilr  l.i  iiin-sl  nui  m  m»  .iiil<ii  isr  .i  r\irntrr  sut  l<">«  .r 
iiin'  -nli-liliil  mil  liin-aii*'  |iri-alalili'  (|in-lr<iin{in- ;  lions  <-n  iiriililiiiin» 
|t<iiir  ri-ni|)la('<-i   l.i  lniini'  ilonini'  |i.ii 

dans  l<°  r.io  <*n  n         \  ,  ,iin  nii  tri  un    in-  >nil         .r*. 
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Nous  (lirons  (jue  x,,  x.,-,  •  ■  • ,  x„j^.,i  ^'t^'^  pat"  la  relation 

(4)  Xn^iT„  +  i—  t\^  Xl  -+-.  .  .—  Xj,  =  O 

sont  les  coor(lt)nné('s  lioniogènes  du  point 

(  -3 )  y/,-  =  x/,.  -.Xn^i         (  A-  =  I ,  V,  .  . . ,  n  ). 

si  ce  dernier  est  à  distance  finie  (^«+2  ^  o)-  Dans  le  cas  des  points  à 
l'infini  {x,i^2  =  o),  nous  décidons  encore  qu'il  j  a  correspondance 
biunivoque  entre  ces  points  et  les  nombres  Xi,  x.21  •  •  • ,  x„^2i  définis 
à  un  facteur  près  et  liés  par  (4)  :  cette  définition  des  points  à  l'infini 
diffère  de  celle  de  la  géométrie  ordinaire. 

3.  Nos  substitutions,  étant'  à  coefficients  réels  et  conservant  la 
forme  (^3),  conservent  aussi  la  forme  à  indéterminées  conjuguées 

Introduisons  les  }'  et  posons 

jyk=j'/,-^  iyl       (^'  =  I,  2,  •  • .',  n), 
X/t  el  y"/^  étant  réels.  Nous  trouvons 

Nous  en  concluons  que  chacun  des  trois  domaines  ou  multiplicités 

y?-!?--'-—  y'u  =  o 

est  conservé  par  les  substitutions  de  notre  groupe  (le  second  domaine 
n'existe  pas  si  «  =  0. 

Mais  le  premier  domaine  n'est  pas  linéairement  connexe  :  il  se 
partage  en  deux  domaines  linéairement  connexes,  suivant  le  signe 
der'j- 

Le  domaine  des  points  réels,  qui  fait  partie  de  la  multiplicité  écrite 
en  troisième  lieu,  est  aussi  conservé  par  le  groupe.  En  le  retranchant 
de  cette  multiplicité,  ce  qui  reste  de  celle-ci  se  décompose  encore 
en  deux  régions  linéairement  connexes,  Suivant  le  signe  de  r' 
(si  /2  =  I,  y[  =  o  forcément  ). 


Ct8  I  II  ilMTHK     III. 

.Niiu>  sitiiiiix*»  roiiiliiil'<  ainsi  à  ciixiMi^rr  1rs  s|\  (luinaiiK's  on  iiiiilti- 

|lll4-||l'S 


(1)  '  /-...-.»;/ 

'^     vî  =r;  =...-  • 

L*eiis«Miilil<'  «II-  i|i  t'{  (I  )  est  (•(iiiscrv»'  par  iKilir  miMi|n':  mais 
('<'liii-i*i  (-iiiii|ii  i'ihI  <I)-s  sii|is|itiiti<iiis  i|iii  II  |iaii<:<-iil  (I)  el  ^  i  ):  par 
ex  l' m  I  lie  la  siilishiiit  nui  (|iii  mu  II  i  plie  par  i  l<-s  iiumUres  t„  , .  et  / ,, .  -.. 
rt  i|iii  r«iiisi-r\r  ./  , .    i  ;.,..",  ,  S„. 

i.  l'.ii  <l<-liMil  ii)ii,  iTl  sf  mnifKjse  i/i'  t"Utis  rcl/cs  t/t-s  suhs/ifii- 
lio/is  dt'j'i  infioifin/rs  (fi/i  •'onst'r\'i!nt  (!)/'/(  1).  Lr  dôlcrmiiiant  do 
la  siil)s|itiiti<in  «■HV-clui'*»'  sur  .r,,  .i.^, . . . ,  .i,,^^  prui  «'•iir  éj^al  ù  ri:  i  in- 
iliviiiKtcinrnt .  Ainsi  l.i  sulisiiiiitiiin 

\il  :=  —   J' I,  I  /i    -^    I  .    /I    — -    I  ,    Il     *-    V   I, 

\k  —  ^k  (  f>  —  f<  < "  ) 

fa  II   pari  if  i|r  (  T  i,  il  s.  ni  ijtlii  iiiim.imI  fsi     —  j  . 

i'.ir  <  mil  III  mil-,  il  isi  i-\  iiltiii  ipii-  (  I'  i  i-iinsfr\  <■  (  1 1 1     <  I     1 1 1     . 

l'uni  lis  piiinls  .1  rinlini,  un  n>runiiail  leur  iluiiiaiin'  iii  Icnr  appli- 
<inant  uin-  s|i|is| ii uliuii  ili-     1:  Ir^  raincnanl  a  ilis|;inrf  linii'. 


.'i.  (!';  est  liunsilil  iliins  ilnictin  >frs  (/nniiii nrs  an  iiiiillipli- 
citt's  (71. 

Kli    riict.    Imil    ilaliuiil    (Il    cuiiiprinil    il<-s  siijisi  m  ni  luiis  «pu  muili- 
lirnl    li's     \     (II-    ipi.iiil  il)-s    icrilcs  ipiilrumpics  ;   par  (Vrinpir  l.i  s|||is|  1 
lui  mil 

\i  —  Tl,-^-  llj,J  „  .  ,  .  L  1  ,.',...  , 

A,  ,  j  —   X „  ,  j, 

un^ini'iilr  )  A  <li-  it . 

Dciiic  la  piupru'ir  ,1  (Iiniunti'*-r  isi  nimic  dans  i  l\  1;  ri  d.iiis  cliatMin 
d<'i»  anln*s  riuiiiaiiii-s.  un  pnil  se  liurnrr  an  las  un  les  )  suni  piin-nirnl 
iiiia^inairi's. 


(iltOl  l'KS    01  ADIIATKJI  i:s    t.O  M  l'HK.v  AN  f    IKS    (;UO(  l'KS    H  V  l'KU  \  IIKI.I  l..\<.  Gc) 

Supposons  donc  ./«^i  et  .r,/_^.2  réels,  (;l  j",,  x-^., .  .  . .,  x„  purement 
imaginaires.  Appliquons  à  .r^,  x-2^ . . . ,  x„  une  substitution  conser- 
vant .r"|,  Tj, . . . ,  xl,  el  ajoutons  à  cette  substitution  les  relations 

le  signe  de  a  étant  choisi  de  façon  à  conserver  (I)  :  on  a  là  une  suIjs- 

tilution  de  (T). 

Soit 

or/,-  =  ial         (  A:  =  I ,  ■>.,  .  .  . ,  n). 

Xous  pouvons  disposer  de  cette  substitution  de  façon  à  annuler  tous 
les  x'I^  sauf  un  seul,  x'[  si 

■r"f  —  x"^-  —  ...  —  ir",-  >  o , 

x'.^  si  la. même  quantité  est  négative;  si  celle  quantité  était  nulle, 
sans  que  tous^  les  x"  le  soient,  on  annulerait  tous  les  xl,  sauf  x'|  et  x", 
qui  deviendraient  égaux.  Pour  le  prouver,  il  suffit  de  trouver  une  subs- 
titution qui  change,  suivant  le  cas,  l'un  des  systèmes  (i ,  o,  o,  . . . ,  o), 
(o,  I,  o,  .  .  . ,  o),  (1,  I,  Oj  . . .  ,  o)  en  un  système  de  valeurs  propor- 
tionnelles à  ir'j,  x'.',,  ...,  x'Ii  :  cela  n'offre  aucune  difficulté;  nous 
avons  fait  des  calculs  analogues  dans  le  Chapitre  précédent. 

Nous  pouvons  alors  disposer  de  a  de  manière  que  la  valeur  abso- 
lue de  j''^,  ou  de  j^",  suivant  le  cas,  devienne  égale  à  un.  Nous  avons 
donc  ramené  tout  point  de  (I),  (!'),  (H),  (III),  (IIF)  à  l'une  des 
positions 

ri  =  —i,  .72=  jK3  =  ---  =  r"  =  «; 

r-2=  i,  .>'!  =  r3  =  --.=  r«  =  o; 

7-2  =  — ',  Ji  =  ^3  =  - ■•=.;'«=  o; 

y>  =  y2=i,  .'.-)  =  J'4  =  ...=  7«=  o; 

ri  ='  .r-2  =  —  i\      ^3  =  74  =  •  •  •  =  yn  =  o. 

Or,  de  ces  six  points,  les  deux  premiers  appartiennent  respectivement 
à  (|I  )  et  à  (1),  les  deux  derniers  à  (III)  et  à  (IH),  le  troisième  et  le 
quatrième  à  (II). 

Donc  la  proposition  énoncée  est  vraie  pour  (I),  (1)  (III),  (HI  )• 
()uant  à  (II),  qui  n'existe  que  pour  /i^'a,  la  substitution  de  (F) 

Xj  =  —  J-i,         Xa  =  or/;         {k  ^  i 
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jMTiiH'l  «I  «•«•Iiiinj;fr  le  Imisirinr  «•!  \r  (|ii.itnciiii-  jikiiiI.  I)«iiic  |,-i  prtipo- 
sitioii  t'iionc^M*  f>l  vniir  iiiis>i  |Htiir  t  II 

I.ii  «Ifiiiiiiislralioii  a  lai>M'  df  colr  h-^  jmiiiiI>  ,t  rintitn  .  jM,,,i  .  .  ..^ci, 
oii  1rs  raim-iir  ilaliiinl  à  tli>latu'<'  liiiir  par  tin«-  sulistiiuiioii  arbitraire 

<lr   (  II.    Iilll*   1)11    l.ll^oiiiir  (  (illlllir   Cl-iirs-lls. 


r».  l.»--.  littiii.iiiii'^  I  I  )  ri  (  I  I  jiiiiriil  <li'»  rôles  ;in.ilii^iii-«  .  iiii  \  ,1  \  (II! 
i|ii<-  /un  tfur/rofi'/iie  t/rs  driix,  (  I  )  pur  exeniiih\  fifiil  rire  pris 
fniur  iliiiiiitinr  jnirici  ixil.  A  intrj^'rufc  J'ont/d/iif/iici/f  s,  rii 

(h  »  I         /  — -. r— ;  • 

L  in\(iii>iiit  I  iiiidiiiiicnhil .  Mis((|itili|c  ilc  (|iii  l(jiii'  arliilrairv, 
srrds  [lar  fMMii|ilr, 

\      l-^n-Hi    ;/i^t-^-^#i-t   U+i— 2X|    Çi-»-ar,  .Ç,-i-,..-i- a.r,    ;„|»| 

(  X  i  Çn  +  l   »/i  ♦t.o-t-   în^i.o  ;>«  •  î —  '^  >l   Ji,©-*-'^  5»  ît.o"'"  •••"•"  '^  S/i  ^/i,0*  ^ 

7.  il;  satisfait  à  I  li  \  [lui  Ins.-  lU,  1).  I.n  «Ijci,  il  i>i  lniiMirriiii-nl 
«-iiiiii<-\c,  cl  1,1  lr,iiis|i)i  iii.ilKiii  iiir.ilioiiiii'lli- 


(lo) 


.»  1    •    .»/i  +    / 


\r  raiiu'iii.'  à  liisLaïKf  liiiiilrtr,  v",  «"l'Hil  *ii|tii  icur  .i     > 

Il   s;ilisf;iil  .•••aicilKiil    ;i    ■  I  I     "2  ■ 


S.    l'itiir  I  il.  A  I.  il  iKiiis  csi  iiiili-  (!<-  iliiiHuil  nr  d  .ilionl  «iik*  i  I  i  ne 
cornprrnii  p(ts  dr  [K,inl  n  l  infini:  i  I    •  ikui  plus. 
I''ri  «-llct ,  |Miiir  (  I  I  et  (  I   I, 

iJoiic,  M  s„^i    -   «•.  un  .Mil. ut 
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Or  celte  deuxième  relation  entraîne  évitleninient 

ce  {[iil  contredit  la  première.  Donc  Xn+2  7^  o  dans  tout  (1)  et  (1';. 

U.  Cela  étant,  calculons,  pour  une  substitution  de  (F),  le  déter- 
minant  — ^ 

Ne  supposons  d'abdrd  pas  que  yn+\  (=^«-(-(  '•x,i_^.i)  soit  éyal  à 
)j  — y\  —  ...  — j'^^,  et  désignons  par  0  les  dérivées  prises  par  rapport 
aux  variables  indépendantes  y^ ,  j'o,  . .  . ,  J'//+i  • 

Un  calcul  tout  pareil  à  celui  qui  a  été  fait  pour  les  substitutions 
linéaires  prouve  d'abord  que 

o(  Y,,  Y.2,   ...,  Y„_H,  )        ^or'ltXl 
I  I  1 ,1  ^r- =     \  //-•,   ' 

'^' J'i'   J'21    •  •  ■'   .X"^-l  )  ^«+2 

A  étant  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire  éprouvée  par  les  x. 
Or,  quelle  que  soit  la  fonction/, 


ôf      .  âf  ,       of 


(A-  =  I,  '2,  . .  .,  n), 


en  posant 
D "autre  part 


'fi'rnrï.  ■■-.yn^  =  y\  —  yl  —■■  -—yn- 


f^Yn+i 


=  7  Ov, {  k  =  \,  1,   .  .  .,  II). 


Dans  ces  conditions,  (11)  devient 


c)(Y„  Y.,.  ...,  Y„)  ^  i.x'I.Xl 
àiyx^  72,  •  ••,  7«)        X«î| 


Le    crochet  du  premier  membre  est  la   dérivée  par  rapport  à  )'„^, 

de  Y„+,  —  '^  (Y-, ,  Y^., . .  . ,  V„),  c'est-à-dire 


Oi 


Y„^,-cp(Y,,  Yo Y») 

1„^l  —  cpO'1,72,  ■  -.^  yn) 


X,U2[V«  +  i--f(  Y,.  Y,,  ...,  Y„)]  =  5^,7+2  [j'«^i-?(7n.->'2-  •••,7")]- 


llU-IItll       III. 


«  .11  !••  -(•«•«•ml  iiiriiilin-,  |>iir  i-xi'iii|il(>.  rsi  ••j^iil  n 


l».>ii. 


<^Y|.   ^  ^         _  Xr,^, 


le    1  ,.   1. )„    «'l.iiil  rli.in^i's.  ;iii    iii()\fn    ili's   t(iriiiiil«-s      i   ■ 

«•Il  :,.  Cj z„.  il  •»  ;ij;il  <l<'  r.ilcnici  |i-  r.iji|mii.  en  (|cii\  points  <l  un 

l'Use  ri  il»l<-  f<  rnif  \\  iiiti-n<-iirii  i  I  i.  «Ir*  \  .i  leurs  .iIishIihn  de  — '*'  '^ "' . 

«'•-i.'ïj •»,) 

(  )i 

0/..  y., ■/.„) 

0{  Sj,    Zj,     .  .  .,    Z„  I 

♦•''«/-i.    /.; y-n)  à{\,.  Y, Y„)  0(  y,,  y v<,  > 


V     V V„  )  Ot  i  i,  > 


M. 


di  z. 


Sn) 


(—11' 


Ot   >-,.    1 


.'      ■   '   ■   j    I  <  Vi  ->-   )'x  -*-  i)' 


l.il     \ill<  NI     .ilisniiic    (If    «T    <|i-ti-|'IUIIMIll     tl.llls     II     reste    diUU"    <<iin|irise 
•  'Mire     1     e|    un    (-erliiin    iiiiiiiniiiiii    |>us||il.     Le    ra|)|Hii'(   <le    si>s    Niileiii's 

alisolljes   en    'lel|\    |Miinlsi|e    \\    leste    ilKne    e.ilM|>l|s    entre   (leilX    lloinliies 

positifs. 

it  1    .       ui  ^  (.  ^  1,  . ..  ^ „  )  , 

I  ;iss(ins   ;iii    i.K  leur ;   imus    etiniiiiissuns    >ii    \iileiir. 


''(  >|,  >  î y» 


i|tll    jieiil    s  eeiii  e 


où   l;i  (iii.ilit  Ile  eiill  e  rfiM-liets   relire  seule   \  „.  j  I  ./",,,•,..</,.  '/j ' 

siiiil     lies     ji.ii      nue     leLilimi     lelli'     (llie     (elle     illl. mille     lie    s  .oillllle   pas 
«I.Mis  I  I  I.   piiisipie  .l^„^,,  f\  ildiie   \„»  j.  ne  peu\eiil    s'aiilllller  d.iHs  (  |  \. 

Soil  ti  t,  le  pins  ;;rantl  en  \  aient  a  lis  dîne  des  i  nedieieiils  </ , .  n "/j  +  j. 

Le  rapport  «les  valeurs  ,ilis(dues  de  (elle  (inanllle  en   deux   poinl.sili'Il 
e>l    fonrlioii    iiinl  I  II  iir    des    (  o<  )|(|(  m  nées    de     «es    deux    ptiiuls    e|    des 

rapports  de  f/,,  a-j ''««ï  *'  "k-  l'oiir  loiites  les   snlistiintioiis   pour 

lesipielles  /,  a  une    iiiéiiie  Valeur,  ee  lappoil  reste  d(nie  eotnpris  entre 
deux    noinitres    p<is||i|s  fixes.   Ituiles  ces  xaiialiles  elaiil   iKniiees.   /.    ne 
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pouvant   recevoir  que  n  ^  1  valeurs,  le  rapport  reste  compris  entre 
deux  limites  fixes,  pour  toutes  les  substitutions  [)ossil)les. 
Enfin,  le  premier  facteur  est  égal  à 


(Y,-^O^Jf[(V.- 


'/■= 


Il  suffit  (le  démontrer  cpie  le  rapport  des  valeurs  absolues  en  deux 
points  de  R  d'un  quelconque  des  facteurs  Y,  -f-  ;,  \  1  -h^  aH-^^  reste 
compris  entre  deux  nombres  positifs  fixes.  Or,  l'un  quelconque  de 
ces(  facteurs  est  de  la  forme 

<^lJ,l-^-  «2j2-t--  •  •+  tlnjn^  ««-Hl(j>  î  —  J'i  —  •  •  •  — 7"  '  -^  '^«-^■2 

Nous  savons  déjà  que  le  rapport  des  valeurs  absolues  du  dénominateur 
en  deux  points  de  R  reste  compris  entre  deux  nombres  positifs  fixes. 
Passons  au  numérateur;  il  ne  peut  pas  s'annuler  dans  (I),  parce 
que  Y,  -h  <■,  Y,  H-  Y/f  H-  i  ne  peuvent  s'annuler  dans  (I).  Cela  étant, 
on  démontre  comme  pour  X„^2  \x,t^2  que  le  rapport  de  ses  valeurs 
absolues  en  deux  points  de  R  reste  compris  entre  deux  nombres  posi- 
tifs fixes. 

d(Zi.Z2.  ■■■,  Z„)  ^^^^^^^  ^^^  décomposé  en  facteurs,  dont  chacun  a  un 

rapport  de  valeurs  en  deux  [)oints  de  R  compris  entre  deux  nombres 
positifs  fixes,  jouit  lui-même,  par  conséquent,  de  cette  propriété. 
Ainsi  l'hvpothése  (H,  3)  est  ici  satisfaite.  lien  est  de  même,  du 
reste,  de  celle  du  paragraphe  3^  (Chap.  I). 

11.  L'intégrale  I  satisfait  dans  (I)  à  l'hypothèse  (^H,  i)  et,  d'après  la 
valeur  j^ 'H  Y„  Y„  . . . ,  Y„  )  ^   ,   ^^ 

12.  Les  fonctions 

^n-\-\.  ;rt-(-2.0-l-  -fn-f-a;'!  +-1,0  —  ^{.ri  Çj  (,  —  ^iÇ-2,0        •  ■  • —  -^/i  ,';,o  *• 
•^«  +  l?/i-l-2      "+"  •^«  «-2  ?/H-l      —  '^(•^lîl      —  ^2?2  ■••         ■'f«?«)i 

et  leurs  conjuguées,  ainsi  que 

■^/J  +  l  ^«  +  2,0  "•"  •'"/t -H  1,0  •■'^«  +  2  —  'i-y  •f\X\^Q--r  X^X-i^i  —  .  .  .         X,i  X,iQ  ) 


I  <  U  «l-l  I  III      III 

«•I  la  ftiiirtioii  aiialo^iu'  rorn'-p<Miil.tiit  iuiv  ;  -mil  t'on>rrvct*>  par  n<»s 
>ulisliliitioiis.  11  vn  ri''j»iill«'  iju'oii  jn-iil.  «ir  |»lii>i«Miis  inaiiirn*!».  oUlrnir 
lii-s  *'l«''inrnt»  ci>rn>s|ton(laiit  a  riiivariaiit  foiiiiaineiilal  cl  aux  iiiulli|>li- 
«ilrs  fMli«iiir>.  Cria  linil  à  n-  (lu'ici  1rs  liaiisfuriin-«.  «l'un  poiiil  qiirl- 
(oiiiiiir  par  1rs  iiiiillipli(-iti'-s  ipii  mil  un  |miiiiI  <lmiltlr  iluiinr  (nrnirnl 
iiin'  iiiiillipli«-ilr  à  inuiiis  ilr  2  ii  1  |iaraiiirli-rs.  s|  //  -  1.  Daiisir  ca*. 
«Ir  /i  —-  I.  il  n'rii  rst  pas  ainsi  :  mais  dii  vrniirra  ipialms  riM(l«Mrrmi- 
iialimi  liriii  à  «r  ipi'mi  n  ril  m  rfaiili-  rripi.itioii  «1  nii  *>  *trinr  «1  au 
moins  «Iruv  crrrlr>. 

(^)ui)i  «piil  rn  soit.  Iimnons-nmis  a  «Irnionli  n  ipir  la  i<>ni  Imn 
>\nu-lri(pir  Fa  hirn  1rs  prnprirl«-s  il  un  invariant  londatnrnlal. 

T<inl  «r.ilMiiil.  c'rsi    uiir  .r.inrtion   ilr  »,.  1  1  „  «'t  tirs  variahirs 


T,*  =  ;a  .  ï-,  .1 


(X  = 


crltr    lunitiiin    rs|     s\  hkIi  ii|iii-    |i.ir    i.i|i|>mt    .1    •  <•>    ilnix    ^roiipr*   d»- 
varialtirs.  et  rllr  satistail  a  1  II.  in. 

Mrtions  je  cinlir  ijau»  la   |mis|||i(Ii   |i.ii  I  k  ii  liric 


.  .=  T.,  —  o; 


l'rcnialimi  ii  1  1  C.|ia|>.  I  1  iIi-nhiiI 

Si  X  >  o,  il  rs|  \  isil)|.-.  >iir  r(i|ii,ii  i.iii  iM  (  iiiir<li»uiit<s  jioino^rnrs.  ipi<- 
la  iuulli|ili(;il»r  rst  tmil  nilirrr  ilaiis  il  1  cl  (1\)  :  srs  points  >r  irpar- 
tiss«-nl  rnln*  ers  ilnix  ijoniaiiirs.  car  ils  smit  (lrn\  à  ilru\  iniaj:inair«*s 
ronju};u('*s.  l'oui  /.  -  '  n.  I.i  iiiiillipliiilc  str.nl  Imil  nitirrr  dans  1rs 
aulrrs  dotnainis  iii\anan|s;  pour  /.        <>.  >\\i-  si-  inliiil  ,1 


luiil   iiitirir  dans  1  il      •  I       I  \    I. 

Il  siiflli  don*    dr  s,-  |)..i  nii   an  ras  dr  /.     •  «»,  el  <1«'  lir  r«insid<  ni  ipic 
la  poiiiuii  siiij«-r  dans  (  |  1.  (  h   j'i.pialimi  \  \'^  \  s'tTrit  .iiissi 


I  tiiiit  .     iMiiii     <  •  /.  -       1  ,    1  I  iiii.ii  i<  'il    >  ~l     iiiipo^siltli'.    l'oUI    /.  I  ,  rllr 

.  doiinr     sriilrniriil     Ta  "~.V,  '  )  „  r-r  o.     )'•  rrr  —  | ,     c'csl-A-ilirr, 
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dans  (1),  j,  =  /.  Pour  a  >  i,  la  niulllplicilé  existe,  car,  dans  (111  ),  le 
premier  membre  de  (i3)  dépasse  le  second,  et  au  centre,  il  est  infé- 
rieur au  second.  Reste  à  vérifier  que  (i3)  partage  (I)  en  deux  régions 
linéairemeut  connexes.  Or,  une  substitution  [)ortanl  uniquement 
sur  ^2,  0^3,  .  • . ,  ^'//,  et  conservant  par  suite  x :,-{-  x'î  -{-...  -\-  xj,^  per- 
met d'annuler  j:,,  j^j,  . . . ,  x„,  et  de  rendre  X;,  réel  ;  on  peut  même 
supposer  que  cette  substitution  a  pour  déterminant  itn  :  par  suite, 
ses  coefficients  peuvent  être  amenés,  par  variation  continue,  à  ceux 
de  la  substitution  unité.  Or  cette  substitution  variable  conserve  (i3)  : 
ainsi,  le  point  initial  a  été  amené,  par  un  chemin  continu  ne  rencon- 
trant pas  (i3),  à  une  position  particulière  on  y-,  =^5  =  •  •  •  =  J'«  ^=  o- 
Il  suffit-  donc  de  faire  la  vérification  dans  le  cas  de  «  =  3  :  elle  est 
faite  dans  ma  Thèse  (^Chap.  III,  §  II,  n"  i),  avec  une  notation  un  peu 
difTérente  de  celle  employée  ici  (  '  ).  Le  cas  de  «  =  2  ou  i  se  ramène 


(')   Posons 

,  I  -+-  tu  i  —  tu  t 


/,-,  t,  u  étant  de  nouvelles  variables;  on  a  inversement 

Pour  rinlérieur  «le  la  multiplicité,  on  a 
2  kk 

(.)  ,^k--k\A-— — —11— —-[2  ^^,««,+  (f  -+-«)(/„+«„)  +  2] 

\l  II  )    \l^  U^) 


A  ,  ,.  ,'      2tU-\--At„U„-   (t-i-u)    (<„-*-{<„)']      ^^ 

2  A  —  1       —  /. .,  —  kr.  —  2  kk. — — <  o. 

^L  {t-  u){t,-  u,)  J 


Sans  changer  t,  ni  m,  ni  (  /,■  |.  rendons  k  réel  :  cela  peut  se  faire  d'u/ie  manière 
continue  sans  que  A-^+ Aj;  décroisse  jamais,  donc  sans  que  (i)  cesse  d'être  négative: 
A-  étant  réel,  (i)  devient 

(2)  I-t-  A-^-f- f-^- -[■>tt,UU^+  (/-H«)  (<0+  "J  -t-  2] 

.    (  /  —  W  )  (  ^  —  "o  ) 

—  4(2  A  —  l)  k- <  '>. 

(t-  U){t„-    U,) 

Diminuons  maintenant  d'une  façon  continue  les  valeurs  absolues  des  parties 
réelles  de  t  et  de  m,  de  manière  que  leur  rapport  reste  constant,  et,  on  même  temps. 

diminuons,  s'il  v  a  lieu,  le  nombre  réel  A,  de   manière  que   , -•  reste  constant: 

I  /  -  «  |- 

ne  touchons  pas  aux  parties  imaginaires  de  t  et  de  u  :  (2)  diminue  constamment  et 
reste    négative;    nous  arrivons  ainsi   à  rendre  <  et  m  purement   imaginaires,  t^osons 


-ft  <  lUI'ITRI     III. 

an  cas  «le  n  =  3  en  aiiiiiilaiit.  «Iaii>  ««■  «Iniii.  <'l  >',.  Ain^i 

riivpnllu'sr  (  II,  7)  «"«l  >iilisf;iii.-. 

l'diir  I  II,  K).  iioiiï>  i'i-in:ir(|iiiin^  i|iii-.  ^iii   l.i  iiiiilli]tli<  itr. 


I  «t  llliillc  :  r.ir  l.i  liiiiltipli)  i(r.  situer  iI.mi»  ■  I  ■.  <*t  loiil  i-lllirir  a  ill>»- 
(aiiro  liiiit*.  (^)uaii<l  /.  |ii)'iiil  iim-  \.il<'iii  plii»  |i<-tit)-.  I.i  iniiivi-llc  xarirU* 
i'Sl  ilih-rii-iir<'  il  l.i  |ii'i-Miifi  I-.  lie  oiiiti-  (|iii-  le  in.iMiniiin  «le 


■/ 


^  —  . .  —  v'j 


s       c»!      |i|iis      |H'|il.        Mois      1,1     r<irtiii-     <  I  i  I     lie     I  r*|iiiiliiiii     siiUil     a 
ilriiiuiilri-r  I  II,  Si. 

l'.iilili  rii  \  |M(llM'sf  I  II.  H  I  ol  i-\  nlciiiiiiciil  salishiilc  aii<.>i. 

|i{.    I)tiii(      l<'s    rcsiiltiiis    ilii    |ii<iiii<'r    (  .li.i|iit  r<-    >'a|)|tli(|iii'iii    j    (  r 

^r.uijM'  t  r  ». 

Lr  iliMnaiiir  (  I  )  «*s|.  ilc  iiiii^.  Iiik-.iii  <-iiii'iil  s|||i|>li'iiit'iil  loiniixc.  I.ii 
illil.  si»il  ( '.  un  (  tiMliiiu  li'iiiH'  siiui-  dans  (  |  i.  S<iil  ///  un  iiiunltir  sujir- 
riciir  a  loiili-s  l«-s  \ali'iirs  de  )^  mit  (.).  Non:»  |H)ii\()ns  i-<-iii|ila('fr,  m 
ilia(jiir  |)oiiit  <!«•  la  loiirl))',  y  [  par  m  -     ai  m     -  y\  ).   /.  ('laiil  un  jiara- 


(  ï  )  flrvirnl 


I  tj  (  i  X  —  I  )  A  ■  i-7— T  <  "• 


(»  -^-  ?r  {*  -'  '?)^ 


a  rt  ^  »uii(  (iunc  lie  iiii-iiK.-  M^iie.  Amh-ikiiis -Irs  tl'uiK-  f.iroii  nniiiiiiic  à  l'Ire  égaux, 
san>  l'IiiUi^cr  s^;  ct-ld  pi-iit  se  faire  sans  que  2'  <  'f,-  cesse  «le  lircrultre  ;  iiuiis  iliiiii- 
iiuons  A  <le  iiiatiirre  ijue  le  roefficienl  de  ja  -i  ne  clian^e  pas;  nous  arri\ons  auiM. 
oan*  «juc  (  <  )  eessc  il'i-lre  négative,  en  ini  |ir>iiii  mi  >•,  el  _»-,  stml  |iiirenieiil  iiiia^i- 
•liiire»    el  où    »      "-si    mil,    N4i(ifc  avoiik  hIois 

Nous  p<iu\ons  annuler   >       p.ir  \arialion  lonliniie.  sans  ijiie  (  \  )  rrssr  de  décrut! rr. 
à  conditiiiii  i|(ie   >  '■  -tle  l'onolaiil  ;  la  |i(iHsi|tilité  de  telle  opéralion  résulte  dr 


tun<   loiiipiifi  enire    les   deux  lacinm  pt>»ilivra  du   prrtiiiei    lueiiilire,  un  peut 
donc  I  aiuencr,  n»t\»  annuler  celui-ci,  ru  y"^  —  1,  <|ui  ■  orrrkpond  au  rrnirr. 

1^  drniunalralKMi  cki  tinir  pour  l'inierieiir  de   la    innUiplK  né,  pour  l'exléneur,  le 
letuilat  rut  à  peu  preit  évident. 
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mètre  qui  déci'oît  de  i  à  o  :  la  courbe  C  est  ainsi  amenée  d'une  façon 
continue,  sans  sortir  de  (I),  à  être  sur  la  nuiltiplicité  j>^",  =  m.  Trans- 
formons mainlfiiant  la  courbe  obtenue  par  une  liomotliétie  de 
centre  ^,  =  tm,  j %  =.)'3  =  . . .  =  J'«  =  o,  le  rapport  d'iiomotliétie 
décroissant  de  i  à  o  :  la  courbe  est  amenée  de  façon  continue,  sans 
sortir  de  (I),  à  se  réduire  au  centre  diiomotliétie.  Donc  (I)  est 
linéairement  simplement  connexe. 

Le  paragraphe  !2W  (^Chap.  ï)  s'applique  donc. 

\\.  Nous  allons  maintenant  voir  que  le  domaine  princij)al  ne  peut 
être  ici  autre  que  (I)  ou  (!'),  dans  le  cas  où  n  ^  3. 

On  pourrait  se  borner  à  montrer  que  (II)  ne  peut,  par  aucune 
transformation  birationnelle,  être  ramené  à  distance  finie.  Mais, 
comme  pour  les  groupes  linéaires,  nous  préférons  constater  directe- 
ment que  le  théorème  du  paragraphe  7  (Chap.  I)  ne  saurait 
s'appliquer  au  domaine  (II). 

Pour  cela,  nous  considérons  une  substitution  de  (F)  portant  seule- 
ment sur  les  variables  x-i^  /Ts,  x,t+{i  J^/z+o  (/'=3).  Ce  sera  la  substi- 
tution 

X3      =  .r.2  sincp -H  .r3  costp, 

X/i-t-2  ^^   ^""'^«-1-21 

où  /'  est  un  nombre  supérieur  à  an.  La  puissance  p  de  cette  transfor- 
mation s'obtient  en  remplaçant  es  par  p-st  et  /•  par  /■/'.  Le  groupe  de 
ces  puissances  est  discontinu  pour  tous  les  points  tels  que 

car,  fpiand  p  tend  vers  ±  3C,  les  transformés  tendent  vers  les  points 

(3"i  =  ^"2  =  •  •  •  ^  ^n        =  ^«  +  2  =  O,       -T,,-,-!  ^   l) 

(  jr,  =  .r2  =  . .  ,=  .r,n.i  =  O,  .r„-H2=i). 

Mais  si  x„_^^  =  O,  quand  p  tend  vers  Tinfîni,  les  transformés  s'accu- 
nudent  au  voisinage  de  la  multiplicité  x,i_^i  =  ^"«4.2  =  o,  savoir  au 
voisinage  des  points  pour  lesquels  a'i,  :r,,  J^j,  .  .  .,  x„,  x1-\- x'I  et 
oo-iX.;,  Q-\-  x-'iXi  0  ont  les  mêmes  valeurs  qu'au  point  de  départ:  ces 
points  sont  dans  (11)  si  le  point  de  départ  y  était;  donc  le  théorème 


I  II  iniHi    III 


«-Il  viK'  c^t  en  ii«-r.iul  |Miiii-  \v  iloinaiiK'  (lit.  li  M-iait  c^.ili-nii'iit  m 
ili-f.inl  |Miiir  hrs  puillls  de  (  I\  ),  luii*.»]»!'-  I«»  |...iiii>.  î"  m  <  iimiil.tli<>n. 
i|iiaii(i  Jm^i  T^^j  p^  o,  sonl  réels. 

Pour  les  «loiiiainr>  ^111  i  et  (IIl')i  on  établit  le  iiienie  luit,  cette  fois 
|>our/i^:».  au  iiiiix-M  ij'uiu-  liMii-fnrinalion  |i.>rlaiit  ^iir  .r,.  jr.j.  .r„^i. 


\„«-i  =  —  T|  siny  «"  —  Tf  sino  f"      -+-  J-n^i  cosm  r". 

\       .—   r,  «in  •:<»—"      —  r,  siiiçr-"     -^  t„    .'•"--:-    ". 

La  put^sanir  J»  sOliticiil  ru  (liaii^raiil  //  i  n  jm  rt  'i  ni  /iz  (  //  ^  o). 
(*.<■  groupe  e»(  liismiiliiiii  |iniir  \i-^  |ii)i!ils  (|iii  n  .i|i|iartii-nn>'nl  à 
aiiniiic  (les  ilciix  iiiiilti|ili(-ités 

r,,.,  — n.         j-,  —  —  xj.         j-,  =  ^4  =  ..  .  =  ar„  =  o, 
j-,  =  j-,.  j-,  =  Ti  =  ..  ,=  jr«  =  o. 

M.ii>,  iiDUi'  (•••s  iniillinln  ili">.  il  ii<-  I  <s|  |i;is  :  or,  lo  ptniils  d  ,ii  riiinii- 
lalniii  |))-ii\iiil  .i|)|>.ii  li'iiir  à  illli  un  a  illl  i;  iiuin'  luit  <'s|  iIumc 
allriiil. 

l'.iilin.  |ii>iii-  II-  iloiiiaiiii-  l'i-i'l.  <iM  Irailcrail  iiu-iiii-  le  cas  dr  n  i 
.111  iii<i\  <'ii  (jf  1,1   »iili^l  il  iilK  m 

/• 

Il    r<*s|('   iImh»'    a    runsidcrrr   If   duiii.iiin-   i  II  \   iLiii^  \i-  i  a-  <l«-  // 
Dans  «e  ras,  traiisriiniii)ii>>  iKiln-  fnrmc  (|iiailrati<|iii-  en 


<  .••IllIlK-  rrllr  fiiIllM'  <s|    niillr.   on   .1 


•  .  >  k  *>   —  ,'  1  0  >  1    -  .'  I .'  î,"   ■ 
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La  niulliplicilé 

partage  le  système  des  deux  plans  des  variables  y^  et  y^  en  quatre 
domaines  jouant  des  rôles  analogues;  l'un  quelconque  d'entre  eux 
peut  être  pris  comme  domaine  fondamental,  à  condition  de  se  borner 
aux  transformations  qui  le  conservent.  C'est  pourquoi,  dans  l'énoncé, 
nous  avons  spécifié  «^3  [pour  «  =  i,  il  n'y  a  pas  de  domaine  (II)]. 

15.  Le  cas  de  /i  =  2  est  le  cas  des  groupes  hyperabéliens.  Si  l'on 
prend  comme  forme  quadratique  —  XiX.i-\-  x^x ^^  comme  ci-dessus, 
les  substitutions  ont  l'une  des  formes  (') 

_  g  }'i  -H  h  _   g'  y;-r-  b'  ^. 


cfi-hd  -       c  ji 

a  y-i-^  b  _  a'  y^  -t-  b' 

cy-i-^d^  '       c'yi-+-d' 


rt,  5,  C,  c/,  «',  b\  c\  d'  étant  réels,  et 

ad — bc—±i,         a' d' — b'c'  =  ±i.. 

Pour   obtenir  (T),  on  ne  garde   que  les  substitutions  de  ces    deux 

formes  où 

ad — bc=^a'd' — 6'c'=i. 

On  aperçoit  bien  ainsi  la  possibilité,  dans  ce  cas,  de  prendre  pour 
domaine  fondamental  une  portion  du  domaine  (II),  en  restreignant 
convenablement  le  groupe. 


(')   En  efïet,  ces  substitutions  sont  de  la  forme 
V.,      = 


■■^'.•>^i  .r-  -+■  ^'y\  ■+-  c'.^^  +  D' 


'   '  ~  -^"y,  r,+  B>,  -+-  C"y^-h  t)"  ' 

où  la  troisième  relation  est  une  conséquence  des  deux  autres.  Donc 

Donc  \"J',y.,+  B"y^-hC"r  ■+■  D"  se  décompose  :  autrement  Y    ou  V    devrait  être 


Ko  I.IUI'ITHI.    III 

I-.4*  cas  de  H  I    •■>l    le  ras  t\r   l 'i  •iliiMI)'   i  Itirlisiiii 

ht     \iiiis  .illmi»  iii.iiiilt-ii.tiil    MiH    <|iic    Ifs   Im  iiM-s  <|iiaili'tili(|ii' 
iliM-niiiinuiit  iiiMi  \\u\.  <l  un  .iiiirr  i\|ic  i|iif  crliii  ('(insitlén*  ici  cuiuiiii- 
r;iicnl.    par   le    iiirinr     niuiir   de    laii  iil.    a    dt-s    |;rou|M*s    .luxqui-l»    la 
tllfiinr    |)n'('«'i|rii|i-    csl    in.i|i|»li(-alil<'.    on    à    lirs    ;,'r<iii|irs    <i|srii|iliMils 
n'iiViiiil  (iii  un  iiiiinlin-  liiii  il<-  snlisiihil  khis. 

Sii|(|»us()ii>  (I  alinnl   (|ii<-   le   noiiiltrf   «Ifs  rarn-s   |iitsitils  i-t  (  i-liii  ili^ 
canV'»   lU'j^ahfs   snicnl    Imis   «Icnx    ,iii    inuiiis   fj.iiiv  .1  linis.  \«iiis  |miii 
>oiis  ranicix-r  la  loniii-  a 

x„^xx„^t—  r\  —  x»  -*- x} -♦- xj  ±x\±:...±.xl. 

.Niiiis  a\(iiis  à  (lislin^ini   «{"eux  ili)iiiaini-s.  s|ii\aiil  (iiir 

(l5)     x,i^iX,i^t.o-+- •'"/.^i.o-i'/t-n 

—  ulJ-iTi.o  4-x,J-j.o— ar,x,.o  — XtJrt.«±T,./  -x„x«.,) 

>•"{  ixisitij  <iii  iicj^alil.  l'diir  (li-iiKHil  ni  iiiic.  il.iiis  ainiiii  ilis  ilciix.  I<' 
llirort'iiii'  lin  para^raiiJK'  7  ((.liap.  Ii  i>  <-st  a|)|>li*-al)lr,  iiniis  n  avons 
qn  a  a|i|jli(|n<>r,  Mii\ant  Ir  cas,  à  l'iiii  ilt-s  s^sirnirs  i|c  vanaiilt-s 

'•r,.  -r,    j-„,i,  r.^t)         on  (r,,  x,,,    r,,.,,  x„.,K 

la  nifliir  siilishiuiioii  (|in'  nous  a\niis  a|i|ilii|nri'  (  n"  lii  a  r  ^.  /  j. 
j-„^,,  J'/j^j  |i<tnr  iji'iiiiiiili'i'i'  la  prnjxisiiKni  aii.ilo<;iic  r«>lali\r  au 
«loniaim*  (  Il  I.  I)iiiii'  tes  tiiiiiiis  ipiadi'atnpK's  ne  conv  n-nnrnl  pas.  ()n 
iioiirr.'iil  iius>i.  s|  \\t\\  \  milait,  («mslalrr  la  inr-mc  tlinsc  pour  |i-s  points 
rri'ls  r\  pour  lis  poinis  un  {  \\))  s'annnlf. 

Supposons  iiiainli-nani  iiii  on  |>r<-nn<'  iiiic   lornir   a  an  moins  «pialn- 

runAlaiit.  Si 

A   v.r,-^  B>,-»-  C>,-t-  D-=s  («^,+  p)  (Y^,H-  «). 

le  iiiiiiirratrut  lie  V,  rsi  ilivJMlilr  p.tr  l'un  (lr<.  facifurs.  iM  rclui  iJr  \.  jur  l'auirc. 
Ii'i.!!   I.-  r<''sul(rft  riioncr. 

>    lllll-    l|l|f    1,1    Mllisl  II  lll  loll    l-sl    illl    l>|ll' 

a,  b,  e.  «/  ri;i(ii   rét\*  (on  *»•  parli  «h-  !•<  (urim-  x,*,—  x\)    !>«•  pins. 

a,t        !•■ 

%%  \r  rloiiiainr  (I;  «-.l  r«iii»cr*«*.  \m  ilrinolisl  i  .i(  imh  ^^I  .tii.tln^iir  .1  .  rllr  ilii  r^i» 
li\  prrtiltrlirn. 
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variables,  où  l'un  des  carrés  soit  seul  de  son  signe.  Nous  la  rame- 
nons à 

On  constate  ici  que  la  forme  analogue  à  (i5)  se  réduit  à 

Xn+t  a:„+,.o  (  y7  -1-  r?  —  •  •  •  -t-  r  n"  )  ■- 

elTectivement,  le  groupe  obtenu  est  transitif  pour  l'ensemble  des 
points  imaginaires.  Appliquons  à  a,,  Xj,  x,;^.),  x„+->  la  même  substi- 
tution qu'à  x-2t  0C3,  x,i_^i,  oc„j^-,  (n°  ]  i),  et  notre  démonstration  est 
laite. 

Reste  le  cas  où  tous  les  carrés  seraient  du  même  signe.  On  peut 
ramener  la  forme  à 

X'[  ~\-  X^  -(-  .  .  .  -|-  •X'//_(-2  1 

et  l'on  pt)sera 

yk=  ^A-:  (:r„+i-+-  ix„^,)         U  =  r,    '.    ...,    n). 

Ce  groupe  est  transitif  dans  tout  l'espace,  de  sorte  que  l'iiypo- 
thèse  (H,  1)  n'est  pas  satisfaiie.  Cependant,  nous  pouvons  ajouter  à 
la  forme  deux  termes  —  ^«+s  —  ^«+'.  4"^  1^  font  rentrer  dans  le 
premier  tvpe  considéré  dans  ce  Chapitre.  Observons  de  plus  que 
l'inégalité 

Xi  Xi^o  ~t~  ^2  ^2,0  -l~  •  •  .  -t-  Xfi^vXfi-i-2,i)  X„^3  Xn-t-3^(t X^-i-^X  ,i-\-!,^o  <C,  O 

est  compatible  avec  les  équations 

x'I  ^  xl-^...-h  xf,+.2  =  O,  xj;^.^  -H  a^|+.  =  o. 

Alors  les  substitutions  introduites,  si  on  leur  ajoute  les  relations 

sont  ramenées  à  un  type  auquel  notre  théorie  s'applique.  Mais,  à 
cause  de  la  discontinuité  dans  tout  l'espace,  que  posséderont!  en 
conséquence  les  groupes  discontinus  de  cette  sorte,  le  théorème  du 
paragraphe  7  (Chap.  I)  montre  qu'ils  ne  contiendront  qu'un  nombre 
fini  de  substitutions.  Les  fonctions  automorphes  seront  rationnelles. 

17.  Thkorème.  —  Toul  gj-oupe  {V),  d'un  des  types  définis  au 
conimenccnienl  de  ce  Chapitre^  sans  substitutions  infinitésimales^ 
est  discontinu  dans  les  domaines  (!)  et  (!'). 

GiRAUL)  •) 


8a  ciui'iiRi-:  m. 

Il  Miftil  ili*  le  (Krinoiiirer  |)oui  }<•  iloiiiaiiie  ^I).  Nou»  déiuuulrfrous, 
ciiiiiiiii.'  |j«»iir  U-  VAS  »!«•>  <;nmj»«'>  linthiires,  que,  si  le  groupe  n'e-t  pas 
discuiilinu  iliiti>  i^l  i,  il  possi^dr  ili->  .sul)!«titulioti»  iiiiiiiiti^sinialcs. 

Nom-  «'ousidùreruii-  (•"nr  «cl,!  les  //    ~  i  |i.iiiii<.  ,|.-  i  I  i  -iii\.iiit- 

A|(.»,  =  1.  ^,  = j„  -u,. 

At(v,  =  •»«,»>=  I, //  =  o    (/^^)|         <  A  z=  '  rt): 

\  ,  ji     i',=s...  =  ^,=s  o). 

Nous  ;«ll«»as  »l«îmontr«*r  tl'ahonl  <|in'  l<s  coeniclculs  d'une  suhslilu- 
lidii  ij  dt*  (Pi  sont  (.uirlioii*.  i(tnlimio>»  îles  i  uordonnres.  non  indé- 
penduntfs.  des  poinl>  dans  Icxjiiel;'  il  olianj;e  A,.  Aj,  ..  .,  A,,^,. 

Vax  ellei,  les  considér.niim-  "lu  |».iia}j;raplie  .j  de  ce  Chapitre  per- 
nieltent  tout  d'altord  de  trouver  une  sulislitniion  C|  de  (F),  <lont  les 
coeffiiirnls  son!  des  fondions  «•onlinue^  ilans  ^^l)  des  coordonnee> 
du  iransfonné  A,  de  A,  par  C,  «i  qui  rhan^je  A|  en  A,.  Si  l'on 
«•rril 

C     <l<ill    cIl.Ml^i'r    A,    l-ll    lui-IIHlUf.     l.fN    I  mil  iliiUIH  i>   <J«*-   jii>Él»t>    A , 

A,',,.  (|Uf  c,  iniêne  aux  Iransforinrs  A..  ..,,  A^,^,  de  A^.  ..., 
A,,^,  par   C,  «oui    (les   f'iiurlion>   iiuji  iiuk-s   de>   coordonnées   de   A,, 

A..^ y,.r 

Cln;rclions    uiunilni.iul    uih-    xulj-lilulnui    (1,.    .iv.ml    cniiinn'    pomi 

douille  A|,  el  elianucanl  A,,^,  en  A',^,.  Soil 

(if.  .  \A~^"ii./^/         (/.=  I.  /,...,/«  -    'I. 

/  =  i 

celh'  -ul)-liluli'»n.  \ou-  dc\  .m»  .ivoir,  V,  i-ii  ••l.ml  un  poiiil  ilouM*-. 
a*.'i.»  —  «x.-i .  I   ^ '"A.i  ="'         1"""  '  ^'        '  /j  — i)(A— /i—   ■ 

"i.n  >t  —  fl/i^  I  —  *'*l.l     _    "n^l.n  '  t —  "n>  l.n'  \-*-  lOn  >  t.\ 
I  —  I 

Iv4's  a  «'Linl  r«*els,  nnu»  «-n  lirons 

-;  -    U.  '«1   n  .  I  -    «*    -I  .  5  |><>«ll  (  k    —  \  )  '  k    ~  n  —  l\{k    —   n  —  ■' 

I  I 

t*m'\,H*^\~"  '  "«•1,»^  —  **n*%,\' 

",-•-■'  '  't  n  .  t  =  «'•   -     r  *-  '«T     -  ! 
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Co  devant  (Uicor*^  changer  A/^^,   en  A','^^.,,  de  coordonnées  /.,,  /.j,  .  .  ., 
"k,/  et  *A,/+i  =  A^  —  A^  —  ...  —  A,*),  on  doit  encore  avoir 


{  A'  =  \ .  jt,   . . . ,  n  -T-  I  ). 

On  constate  facilement  que  si  X,,  Aj,  .  .  .,  A,,  est  dans  [[),  ces  inda- 
tioiis  déterminent  des  quantités  proportionnelles  aux  a/si,  aku+\i 
«A.«+2  (^  arbitraire).  Alors  la  relation 

n 

,  V       ■■> 

—  «ï,l  -^^  "ÂM  +•  «/.+  1.1««-H2.1  =  —   I, 

A  =  2 

jointe  par  exemple  à  rf ,  ,  >>  o,  suffit  à  déterminer  tous  ces  coeffi- 
cients. La  condition  ci,  i>o,  ou  une  autre  condition  de  signe,  sont 
légitimes,  vu  que  le  changement  des  signes  de  tous  les  coefficients 
n'altère  pas  la  transformation  considérée.  Pour  les  autres  coefficients 
de  G-j,  on  les  déterminera  d'une  façon  quelconque  au  moyen  des 
relations  qui  existent  entre  eux;  ces  relations  doivent  être  compa- 
tibles, ce  qui  est  une  condition  que  doivent  satisfaire  les  coordonnées 
de  A'^^^,,  ou  de  A^^_^j.  L'essentiel  est  de  remarquer  que  les  coefficients 
ainsi  calculés  pour  Cj,  ainsi  que  'les  coordonnées  des  points  A.^',  .  .  ., 
A!'^,  que  C^  change  en  A'^,  A'^,  .  .  .,  A,'^,  sont  des  fonctions  continues 
des  coordonnées  de  A',,  A'^,  . .  .A',,^,. 

Posons  maintenant 

,      C'=G"G.2, 

C  doit  avoir  comme^points  doubles  A,  et  x'V,,^,,  et  changer  Ao,  A^,  ..., 
Afl  en  A!^',  A^',  ...,  AJ^'.  En  changeant  la  notation,  nous  désignerons 
maintenant  par  (i())  les  équations  qui  définissent  C".  A,  et  A^^, 
devant  être  points  doubles,  |on  trouve  tout  de  suite  que  les  a/ti, 
«*,«+),  «*.«+:!  sont  nuls,  sauf  «,  ,,  a„^,  „^,  et  (i„+-2,,i+-i,  qui  sont  égaux 
entre  |eux  et  dont  la  valeur  commune  est  zb  i  :  nous  les  prendrons 
égaux  à  H-  I .  Les  relations  entre  les  a  entraînent  alors  aussi  que 
les  «),A,  ci,iJt.{,kt  o.n-^'i,k  sont  nuls,  sauf  quand  les  deux  indices  sont 
égaux.  Et  alors  on  remarque  immédiatement  que  la  condition  de 
changer  Ao,  A,,,  ..  .,  A„  en  A'^',  Aj,  ,..,  A',"  fournit  les  valeurs  de 
tous  les  autres  coefficients;  ces  valeurs  (qui  doivent  être  compatibles 
avec  les  relations  entre  les  a)-^sont  ainsi  des  fonctions  continues  des 
coordonnées  de  A',,  A'^,  . . .,  A^^^,,  pourvu  que  l'on  reste  dans  (I), 


Al«»r«.    le    mémo    riiUuniK'mcut*  q»i<**  [>our    \v>   *proupc>" linéaires 
^Chap.  M.  ^  in  iirliévi'Mr  |ir<iiiv<T»l('  tlicorème  (•). 

IS.    Niius   rilcroM».  jioiii    Ici  initiir,  l'expicssioii   iliflén-illielle   sui- 
v.tnU!.  (''vidciiiiiK'iil  iii\;ii  i.iiiir  |i.ii  lit: 

1 


1    a j-, Tu,  —  V    >  .rt,Ti. 


0  —   •'"/l,  J.O-^ 


'I  .  I  —  •'"h,  l,o-'"n»t     I 


Nuii»  .illoii*  \iiir  (pi  fllf  iH-  <Ii|"imI  ipif  (U's  >■.  «'t  (prdle  «'st  p<»>itive 
dans  les  (Inmainrs  (  1  t  ri  (  l' i. 

Le  premitT  point  r«''Mill«"  «le  ce  (pu-  !»•  niuiu-niti'iir  pcni  élre  consi- 
,\,-y  I  onimi-  11-  pi'Oilnil  <!<•»  i|imi\  m;ttni  i'^ 


k1t\     -^  ■>  d. 


et 


...        —  Xilr,,       —  dXn  .  ,      —  dXn*  I 


<  '  )  Ce  IlicorniK'  |iroii\r  l;<  iIim  •nitiiiiiiti-  ilr»  ^^llll|l)■^  1'  i>|ilrnii>  <lr  la  niaiiirrc 
Mii\iinl«».  Soil  /  (  X|,  X;.  ...,  x^..)  une  foriiu-  i|iiaili'.itii|iir  du  t\pc  «-unsiilrrr  dan»  ce 
Chapilre,  et  a  rurfliiienl*  (■nlii-r<(.  I'  «xTa  Ir  pruupe  <  iirrrspiiii(t.<ii(  aux  «ulinlilution» 
<>emblaltlr<t  à  <  orriiriciil»  ^•nli^•r^  <\v  f.  Il  c*l  riair  t-n  rllct  <jui-,  >i  le»  corflu  ienl» 
rl'unr  Irllr  »nli»(ituli(>n  ■^nnl  »ssrt  \<>i»iiis  dr  ieu\  d<-  ht  suli^iiiiUinn  unilr.  iU  rotn- 
cidcnl  »\fc  crxix  He  rcllf  «uliHlilulion. 

Ce»  g^uupc^  oui  rtè  riudii-t  puiir  n  i  p«i  l'oiixatr  {(ê.mreM.  l.  II.  p.  «tîS  ), 
pour  n  =  t  par  M.  Picard  (Journal  <te  .Mathemnlitfue$.  \*  »«'rie.  l  I,  i885.  p.  H^), 
pui»  par  M.  ilourcet  (Annalrt  dt\  la  Faculté  dr%  Science»  de  roulante,  189H,  el 
rh^te.  l'ari».  tt^tX),  par  M.  lUdi*  (Annale%\de  la  Facullr  de%  Science*  de  TOU' 
louMt,  i<(ii,  ri  J'héte,  l'arj».  ••(ii  1  cl  par  M.  (iiraud  (  Anu.  /V.  \orm.  lup..  .V  »èrie, 
I.  \X\III,  i<(i6,  p.  3<i.1).rl  pour  n  ~  <  par  M.  liiraud  (  l'hne  aXée  el  Ann.  AV. 
Norm.  tup  .  S*  %è\\v,  1.  WMII.   ii|i<«,  p    .13i). 

Vnit  auMi,  p<iur  n  -.  \ ,  Khickki:!  Ki  RIK,  l'nrtetungrn  isber  dir  Théorie  der  auto- 
phen  f'unrtmnen.  n  la  /7i<»r  dr  M  i.»t  (  Annairt  de  la  Faculté  det  Sciettcet 
ToultiUàe,  ii|i  i  ) 
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En  remplaçant,  "dans  la'  première,  Xk  par  yk^Cnjft  et  dxu  par 
ykdXa-^i  +  x,tj^-idyk  {k  yé  n  +2),  on  constate  qu'on  peut  la  mettre 
sous  la  forme  (  '  ) 


^n+i 


>y\     —  -^-yi 


ïdyn  o     —  dy„^ 


Un  calcul  analogue  'pour^l'aulre  matrice  'nous  amène  à  conclure 
que  l'on  ne  change'^pas'l'expression  donnée  en  j  remplaçant  les  Xk, 
leurs  ^conjugués  etMeurs  'différentielles,  respectivement  par  les  y^j 
leurs  conjugués  et  leurs  différentielles;  x,i^2  doit  être  remplacé  par  i, 
sa  différentielle  par  zéro.  Ainsi  notre  expression  devient 


2^1,0  dyi  —  'i^yk.o  dy,,—  dy 

k  =  -l 

—  1  2jiri,o— ''^ 

\ 

X  (  idyi  dy^^„—  ■!  ^  dyk  dvk,^ 


'i  ^y/cy/.;i)—yn+i—yn+uo 

/.=2 


■iriyi,o—'^-^ykyk.o—yn^i^yn+i,o 
k=i 


ce  qui  suffit  à  prouver  le'premier  point. 

Transformons  encore  cette  expression,  en  tenant  compte  de 


Nous  la  trouvons  égale  à 


.-yl- 


y"^dy^  —  Syldy^ 


—  (  y7  -^y?  1  (  dyx  dy,^^  —^  dy^  dy,^. 


■(  yl-^y'k- 


(')  Pour  voir  quon  peut  combiner  liiicairemeat  les  lignes  des  matrices,  comme 
celles  de  déterminants,  on  peut  employer  le  détour  du  passage  analogue  du  Chapitr^ 
précédent. 


Hf. 


I  II\I'IIIIK.    III. 


P<»iir  pruiixcr  «jiiVlle  »••>!   |>(»sili\f  ();in>  (  1^  el  (  I  y,  il   >ullii  de  plarrr 
^  i        i  ...  ».  I  il.inv  mil'  |iiisiiiiin  |i;irti<  ulirn-,  |i;ir  •■xi'iii|>l»* 


I  .    <'\  lilfl"!'  III     llr\MIll     ttlI-Mhil 


n 


elle  e»!  donc  l»ii'n  |»nsili\<*. 

Oel     invai'iaut     (lliréifiili»-!     |Mmii.iii     -..ivn     ,<     j|)|.li(|ii.i 
^roii|t«'s  (  I"  >  1rs  rai>oniu"nit'iil>  de  M .  I*  iiIhih. 

I)aii>  I  II  I.  son  >ii;iM'  itc  seiail  |)ii>  (■<)ii>laiil . 


1'.*.  I.  fiiire.Nsitiu  lut-crcU  iilf  il.ml  iiiir  loiiiir  ({ikmIihI  ujiif  de  diHé- 
rrnlielle-.  de*  laisoiuinuenl*  idciiiiqiK'»  ;•  <eiii  de  la  lin  du  (Jiiipitre 
iirécédeiil  iiiMiiireiit  (|u'il  exUle  des  iiuéj;i:ile>«  iiixarianles  de  (ou>  les 
ordres  (le  iiiiili iplieih-  de  i  à  :'//,  cl  (|ii<-  !«•*  (Miré*  d»-  leiir>  éN-nienls 
sont  des  InriiM-s  i|ii:idrali(|ii<'>..  (I«liiiie^  |iu«iili\r*  dans  (  I  Wl  (  I ').  de 
dilléreiiliclir*  nnilt  i|»!<*. 

Toujours  coiiiiiie  |miii!-  les  groupe*  linéaires,  on  peut  donn»M  des 
(ciiiiu's  .i«.sez  «.impies  d  inh'^rales  invaiianle*  d'i>rdie* 

tt .   >n.  n        \ .  t  1}        I .  elr. 

N.Mi»  I  ..iiii.ti-»..ii>  il.  |.i  <  flic  d'ordre  au  .  (ielle  d'onli  f  n  a  |)oui  earré 

délémenl 

|t/'.>'f  J» ^v.>l* 

(.)•,'    .1,'    ...    .>•■;,'•"' 

!.,«■«  .mil'-   ••  '"  'iveiil   laeileiiieiil  .tii^>i. 


CHAPITRE  IV. 

(iKOUPES  FORMÉS  DE  PLUSIEURS  AUTRES  SE  PROLONGEANT. 


1.  Considérons  p  groupe»  (F,  ),  (F:.), .  . . ,  {\^ p) ,  portant  respec- 
tixenient  sur  ;/,,  n.,,...,  rip  variables,  et  satisfaisant,  dans  des 
domaines  prii)cipau\  D,,  Do,..-,  D^,  aux  hypothèses  (H),  Soient 
Xi(i  (1=  I,  2,  ...,7ik)  les  \ariables  sur  lesquelles  porte  le  groupe  (Fy^). 

Réunissons  en  un  seul  Tableau  les  formules  qui  définissent  les 
transformations  subies  par  les  n^  -{- n-, -\- . . .  -^  n p  variables  Xki- 
ÎSous  pouxons  considérer  que  nous  a\ons  ainsi  écrit  une  transfor- 
nialioD  portant  sur  ces  ?<,  —  7^2  +  •  •  •  ^-  ''/?  variables.  Si  nous  faisons 
varier  les  Iransformalions  de  (^F,  1,  (F^),....  (F^,)  sur  lesquelles  nous 
avons  opéré,  les  transformations  résultantes  obtenues  par  ce  procédé 
formeront  un  groupe,  que  nous  nommerons  (F) 

Dans  le  cas  où  quelques-uns  des  groupes  (F,),  (Fa),...,  (!'/>)  ne 
différeraient  que  par  les  noms  des  variables,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
où,  en  changeant  /'  en  /,'  dans  les  indices  des  variables  Xki  de  (F*), 
on  obtiendrait  les  formules  de  la  transformation  générale  tie  {^k')i 
nous  pourrons  aussi  admettre  dans  (Fj  la  transformatpon  qui  con- 
siste à  échanger  les  indices  /,  et  /.',  ainsi  que  les  autres  transformations 
analogues,  et  celles  qui  résultent  de  la  combinaison  de  ces  trans- 
formations enire  elles  et  avec  celles  définies  en  premier  lieu.  11  est 
d'ailleurs  visible  que,  si  l'on  ôte  de  (F)  ces  dernières  transformations, 
on  ta  obtient  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  fini. 

2.  Nous  allons  démontrer  que  le  groupe  (V )  satisfait  aux  hypo- 
thèses (H). 

Le  domaine  piincipal  D  de  (F)sera  le  domaine  dont  hprojection 
sur  l'espace  {Xk^,,  Xh^-i,  ..-,  oCk.m)  se  réduit  à  D/;. 
Soit 


r.lIMMTIil      |\ 

l'intff^rale  J'ondoinruiiih'  i\v  i  I  a  ».  (iflle  de  (F)  sera 


-   f  «r,M\...M'„,/(.r,...  v-;., 


l'iilin.  »oii  |-  A  \  lin  iiritinl  /ori,/,utirri(tii  i\e  \  i  /,  i.  <  .rlin  .Ip  1  i  sn  j. 
jMf  ex<Mii|>lr. 

/  .        I",    '    /.  -  F,       "■  "  /,,       I" 

/.^  cl  /.^  '-Lml  !«•>  Iiiiuli-s  iMiirr  lt;o<|iielle$  «ncilU*  I  /,  ;  ^i  /\,  |mi  e\fm- 
|>le.  étail  iiiliiii,  on  r<-in|)l.u-riMil  le  j)reinier  teriii«'    pur  K  —  a',. 

Kn  fllVi  les  i|uatrc  |)i«Mni<  ic»  li\  pollièses  (  Il  )  ^oiii  |»if5«|u»'  c\i»J«'iii- 
incnl  \érili«*<*"<.  I*i»ui  11.  .'»  i.  coiinuKmmiis  <I  itiiord  lr>  (iMii^forinaliDiis 
où  les  varial»l«'s  ii  .iii-.fi)i  int't's  des  Xf,  /  lit;  d«'|u*iident  i|ii«'  des  \a- 
riidiles  avant  !<•  iij«'mii  ■  incrnicr  indice  :  cniniiif  \v  délerininant  fonc- 
tioiiii»'!  ildiK-  lelle  lraii-.rorii»  ilioii  se  it'-duil  an  |)i<idiiil  de  renx  de> 
traiisl'oi  |^i^(illll^  diMil  cllr  jse  roinpos»'.  la  vt-rdicaliim  «-si  unincdiate. 
Gmsid/M-.tiiN  m.nnl«Mi,iiil  la  siih^iitutioii  do  (Ti  (jiii  <t»nsisic  siin|>li'- 
raeiil  a  <•  :li  iui;.T  deux  d'*s  [ntîmiri-.  m  lices  'les  \arialdes  :  les  fonc- 
tions ^''  c.iire".[)ondanles  sont  siiuplenu'nt  «'ciianj,'»*!'»  aussi,  el  la  vén- 
hcalion  a  encore  lien .  ("iOinnie  lonte  Iranslorinalion  d«*  {D  e^i  un 
prodnil  de  i-e<  deux  smiI«*s  de  Iransforinalioii-».  Ili  v|iolliise  i  II.  .'n  es! 
v«*ri(iëe. 

L'livpolli<>e  (  H,  (il  \  f>l  ••vidcnuneiil  .iiis-«i.  Poni  'les  mii\  aiil<-5, 
nous  allotis  voir  ({ut;  les  limites  d'oscillation  de  K  sioni  zt'i'O  et  l'intini. 
T(»nl   d  .dio'd.    Il     mnll  i|ilicit«' 

(M  .F  =  A, 

où  "/.>o.  exisii-  cl  ,1  une  porlion  inlcneuif  a  I).  (lar  «m  pciil' dcconi- 
poscr  /   '•n  pallie»  piiMii\es   z^. 

/  =  À,  -f-  À,  -...-•-  X,,. 
Oi   la    inultiplicitt- 

F    —  i 

r-. ffi    —fi  l\    i    —    /*    '      "     »'    'A    «•'•     '"'""   ' 

eiis|e  r!  a    une    p  oImu  inléi  iriii  i-    à   l)<,.     Il     en    est      duin      de     inênie 
(  I  I  poni   le  domaine  1). 
I^iitinlr.   I.i   pnrlion  de 

I-  <  X 
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inléiieiire  à  D  est  linéaireinetil  connexe  el  s;ins  aiuMiii  point  coinninn 
avec  la  frontière  deD.  Le  second  point  est  évident.  Pour  le  premier, 
nous  remarquons  que,  (T,)  satisfaisant  aux  hypothèses  (H),  on  peut 
amener  (a?i,i  a^i^o,  .  . . ,  -Cj,//i)  en  (^i,).  Ç(,2;  •  •  •  -  ?i,«,)  d'un  mouve- 
ment (Continu  sans  que  F,  prenne  jamais  des  valeurs  supérieures  à 
sa  valeur  initiale  :  si  l'on  n'a  pus  mi)di(ît';  les  autres  x,  on  n'est  donc 
pas,  pendant  le  mouvement,  sorti  de  (2).  On  recommence  alors  la 
même  opération  successivement  sur  Fo  ,  . .  . ,  Fy,  :  on  est  alors 
parvenu  au  centre  de  la  multiplicité.  Donc  (2)  est  linéairement  con- 
nexe. 
Pour 

(3)  K>X, 

on  prouvera  de  même  qu'il  est    linéairement  connexe,    en  amenant 
(rri^( ,  jc,^.2,  •  '  •  1  ^i.rt,)  dans  une  position  fixe  telle  que 

^ rr-  >  )>         (  ou  Fi  —  )/,  >  À  si  X'^  est  infini), 

et  de  même  pour  les  autres  variables. 

Enfin,  les  hypothèses  (H,  8  et  9)  n'offrent  aucune  difficulté  à  la 
vérification. 

On   voit  même  ici  qu On  aurait  pu  remplacer  F  par  une  fonction 
continue  des 

^/^■  —  '^•'k     ...     , 


r,-F, 


^ki 


croissante  par  rapport  à  chaque  variable,  el   tendant  vers  l'intini  en 
même  temps  que  chaque  variable. 

3.  Il  n'y  a  non  plus  aucune  difficulté  à  vérilier  que  si  rhypothèse 
particulière  du  paragraphe  32  (Chap.  I)  est  vérifiée  pour 

(F,),  (r,),...,(r„), 

elle  le  sera  aussi  pour  (F). 

De  même,  si  Dj.JDo,...,  D^  sont  linéairement  simjjlement  con- 
nexes, il  en  est  de  même  de  D,  car  on  peut  réduire  à  un  point  une 
courbe  fermée  intérieure  à  D  en  réduisant  à  des  points  successive- 
ment ses  projections  sur  les  espaces  {x/s^,,  X/1^2-  •    •  ^  ^a,»^)- 

Ainsi  tous  les  résultats  du  Chapitre  I  s'appliquent  ici. 


iK>      <:|UIMTIll.    n      —    «.RUlTBtt   »-URMK!<    DR    l'LI  MKl  Rf   Al'TRK^   SK    l'ROLU.NUBANT. 

•l.  Lu  parliciilier.  {\\i.  (^I\.),...,  i\  p)  |>eu>«*iil  rirr  pris  |>aiiiii  les 
groupe!!  qui  oui  tail  lu  iiialière  df>  di«|iilres  11  «-i  IN.  ( Jii  relioiive 
aiiiM  d'unr  tieuxièiiie  (h*;ou  les  groupes  li^peniliéliens.  déjà  rencon- 
lrt'<(  au  Cli<ipilir-  iil  :  r'ol  tir  cfllr  iiKitinrr  i\\it'  M.  Picard  Ir-  a  ren- 
conln'>  d'uliord. 

Les  ^rou|>es  (D  de  cetle  surle  .uiioui  itnn,  des  iii\ arianls  difle- 
rcnlieU.    qui    seront    par    i-xeiupU*    la  soninie   «!«•    mix  des   f;roupe^ 

(Fi),  (Ij  / (  Pp  I  :  plus  ;;éiM'ialrnieiil.  un  peut  pr»Midr«'  une  condji- 

uaisou  lint'aire  tie  re>«  ilernnTs  inv.n  iaiit>.  ou  nuMUc  une  Ion»  lion 
lioniogt?ne  d'ordre  m  :  rinv.iriimi  olil«'nu  est  alor*»  donlre  2m  par 
rapport  aux  diflVMentielle>  dis  \  ,ii  i.ihlt-s  :  I  essentiel  «-si  que  cet  inva- 
riant soit  positif  dans  D. 

Ces  niènie-  groupes.  adiMcll.inl  clés  intégrales  simples  invariantes 
dont  le  carré  de  réicmeul  est  une  tornie  quadratique  de  dilléren- 
ticilcs.  .idniellcnl  aussi  des  invaii.inls  inléj;r.tui  de  tous  les  «»rdre> 
jus(jirà  2/1  :  ceux-ci  seront  nièine  ind<-lerininés.  comme  pour  l'inté- 
grale siinpjc.  Si  l'on  appliipic  le  pmcj-de  de  l.i  lin  du  Chapitre  II  a 
une  lornie  quadratiipie.  iH\ariaiite,  délinie  pusili\e  tlaus  le  domaine 
iiriiK  ipal,  de  dillérentielles  simples,  on  ohlienl  des  (ormes  (|uadra- 
liqiies.  définies  positixes  dans  le  même  domaine,  de  dillérentielles 
multiples.  Il  existe  aussi  de»  inl<'^ral<'s  intiltiples  invariantes  i|ui 
n  ont  p.io  (elle  lorme. 


CHAPITRE  V. 

LES  FONCTIONS  DE  POINCARÉ. 


1.  Pour  appliquer  les  généralités  qui  précèdent  aux  fonctions  de 
Poincaré,  nous  nous  placerons  au  point  de  vue,  du  à  M.  Picard,  qui 
a  élé  indiqué  au  Chapitre  il. 

Les  substitutions  du  groupe  seront  tantôt  du  type 

ou,  en  coordonnées  homogènes, 

{X,  y]  ax -\- by^  ex -^  dy), 

a,  b.  c,  d  étant  réels  et 

ad  —  èc  =  I  ; 

l'herinitien  binaire  correspondant  sera  alors 

ii-ryo  —  xoy)  =  ^\x  —  iy[^—-\x-^  iy  p, 

et  le  domaine  principal,  eu  coordonnées  non  homogènes,    sera  le 
demi-plan 

(•2)  i(x  —  .r,,  1  <  o; 

et  tantôt  le  type  sera  celui   qui  correspond  à  Ihermitien 

xx^—yyn. 
avec  le  domaine  principal 

(3)  xxy^  —  I  <  o. 

qui  est  alors  l'intérieur  dun  cercle  dit  cercle  principal. 

"1.    Classification —  Les  points   doubles  de  la  substitution  (i)  sont 


9^  •  lUI'ItKK    V. 

HoniK's  par  réi|ii.i(ii)ii 

cr*-*- (d  ~la  )r  —  h  =    . 

Supposons  que  Ip  <inin:niii'  priiu  ip.il  soii   (  ./)  ;    la    rt'aiili'    «Ips    puinls 
dtipend  du  signe  i\e  , 

(  rf'—  </  I*  —  î  6c  =  (  a  -H  rf  )•  —  4  • 

Si 

(a  -t-  d)*  >  4. 
ils  sont  r«icls  r{  ili^tiact'*  ol  la  Milt-liliilion  c^l  dite  liyporhoUque ;   si 

iti  —  H  .»  <  \ . 

\\>  xmi  iin;ij,'iii.iiies    <  on  |  ii;:u<s.     «M  Ion    ilil     ijiif  la    -uh^iii  uliou     f^\ 
elliptique  ;  »Mifin.  si 

il    n  V   a  |)lii^  i|u'iin  point  ilouh'e   itrl,  et  Ion  «lit  '|iii'  la  '^iiltsliliilioii 
e*t  pamholi(fite,  a  m  tins  «•t'|>i';i'l  ml    (ju  ni»  n  ait  a  la  fom 

dans  l'i'  deriiuT  cn->.  lous  les  puiiils  noiiI  doiiMes.  «'I  la  siil)sliliili(»ii  »'n| 
iilentiqtti' . 

'.\.    Formes    canoaiques.  —  Soit    S  la    siihsiiliitioii    ilomiée  ;  s<»il    T 
une  autre  sulislituliou  de  Poiiicar»'-  :   on  va    cliercher  ù  r.hoisir  T  <!«' 
façon  que  la   lr.in>,f'orin(S'    1"    '  SI'  .l.-    S   par    V   soil  all■.^i  siin|)l('  «pu' 
possible. 

1°  Si  s  est  liYpfi'holnjnr,  nous  pouvons  picndrt;  pour  I'  une  snb- 
«litution  qui  clianjje  ses  deux  points  doiihlrs  vu  «>  el  r*.  .\lors 

,  ^  I"    '  b'r"  =  (t;  lj->         I  /  >  o :  A  ?«;  I ). 

1"  Si  S  est  rllipfiqi/i\  \  pfiii  rirr  clioisic  de  façon  a  amener  le 
point  rloulilr  <lii  (loniaiiic  |inn(  ipal  <-n  x  ^  /  :  I  autre  point  doulilt*  ira 
en  3"^=.  —  I.  Al<»rs,  *i 

^         rr  *-  <l  / 
on   aura 

ex*  -f  ^  ti  —  a  )r  —  h  =3  r( r*  -4-  i); 


donc 


mais,  comme 


on  peut  poser 


et 
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a  =  d,         0  =  —  c  ; 

ad^ —  bc  =  «'■' -h  0'  =  i, 

a  =  coscp,         //=  —  sin», 


(5)  T--ST,=  f:r:^^."^^~^'"y 

\       or  sintf  -+-  coso 


OU 


(6)  T-iST  ^  (- -.;  e-^i^- 1) 


3"  Si  S  eii  parabolique,  T  sera  tel  que  le  point  double  soit  l'cc. 
Alors  si 


\       ex  -+-  a  J 


ou  aura 

c  =  rf  —  a  =  o, 

et  6  ^z^  o  piiisc|ue  la  substitution  n'est  pas  identique;  d'ailleurs 

donc 

a  ^=  d  =  ±ii. 
Ainsi 

(7)  T-iST  =  (;r;  rr  + 6). 

En  transformant  encore  ceci  par 

{x\  rx)         (/•>o), 

on   peut  choisir  /'  de  façon  à  donner  à  h  l'une  des  valeurs  rt  i  (pas 
iudifléremment  l'une  ou  l'autre). 

4.   Polygone  rayonné.  —  La  formation  du  polygone  rayonné  revient 
à  chercher  les  niinima  de  certains  invariants  tels  <|ue 


—  (a-jo  —  a-oJK  )  (  ^•^.0  —  ?o '0  ) 
si  le  domaine  principal  est  (2),  ou  que 

(9)  l^^''-^^-^'"''' , 

{xxo  —  yya)  C-U—  fJ,o) 


9l  CHAIMTHK    V. 

si  le  iliMiiaine  priiK-ipal  est  (3).  Ddus  le  pieinicr  cas,  |>.ii  ex<-in|>le.  la 
frontière  est  formée,  en  coordonnées  non  ImniogiMies,  de  portions  de 
mnltiplicités 

l^-;.|^  _  I'      ;..!- 

„)(Ç  — $0'       —  (J-  — .«^t^if— ;'o> 
ou 

-  '■<;  — ;oiî';o  — '(5'  — ^•);;o=o; 

ce  sont  des  arcs  de  cercles  ortlio^onanx  à  l'axe  réel.  Dans  le  cas  <lr 
l'invarianl  (çjV  on  Ironve  (couinir  il  élail  évident  a  priori  d'apirs  le 
premier  résultat)  des  cercl<'s  oi  iho^unuiix  au  rerclc  principal. 

Les  multiplicités  (•V(li(pie.>  sont  des  («'rj-les  :  mai-»  le  rfntrt^  de  la 
iMullipliciU*  n'est   p,i>.  je  centre  du    reicje. 

.*).  Absence  de  sonmiets  hyperboliques.  --  Supposons  (pic  le 
groupe  r  dont  un  »  lierdie  le  pidvgone  foixl.imental  comprenne  une 
itubstitiition  liv|terholi(pie  .S.  Nous  voulons  prouver  que  les  points 
douhles  fie  celle-ci  sont  en  Je/iors  <lu  polys^one  fondamental 
rayonne  et  Je  tous  ses  transformes  par  W 

Nous  pouvons  admettre  «pie  S  est  de  la  foini»-  r.mouKpic  i  j),  qui 
s'écrit,  en  coordonnées  liomoi^ènes, 

I  ./  .    )  :  r.r.  —  j  i  /•  =  ^  /  >, 

en  pien.iiil  /  positif,  (^immc  :r,i, —  :„/,  e>t  iin.Mi.tnl  par  !'.  .«n  peut 
chasser  le  denuiuinalenr  de  t-S),  <•♦•  (]ui  r.iiiiène  .t  ilien  lier  les  iiiinim.i 
de 

^If.  »  I   r  r  .  —   \   '..  p 

.)«•   ^ll^  «jiir    (  es    iiiiniiii.i   M  e\i-leiil   |i.i>  M   (.1,    )' I  e>l    ''Il   I  un    des    puinls 

doubles  (  I ,  o),  ((»,  I  I  de  >. 

En  ellel,  si  (lo)  est  run  des  in\ai  i.ml-,  de  la  suile  ipo-  nous  .ivon>. 
à    «ronsid»'*!  c!  ,  ^ 

(II)         |xr,„r   "i-^c,/".  I 

obtenu  en  appliqnanl  .S'"  a  i  ;,  r ,  ) .  en  est  un  .mire.  ()i  si.  par 
exemple, 
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et  si  r^*  I ,  on  constate  que  (i  i)  tend  vers  zéro  quand  m  tend  vers  +  oo; 
on  peut  donc  clioisir/?i  de  façon  que  (i  i)  soit  intérieur  à  la  quantité 
positive  (lo)  [yj  n'étant  pas  nul,  puisque  (^,  yj)  est  dans  le  domaine 
principal].  Donc(io)  n'était  pas  minimum.  Le  théorème  est  démon- 
tre{^). 


6.  Nous  pouvons,  en  passant,  donner  le  polygone  fondamental 
rajonné  du  groupe  des  puissances  d'une  seule  substitution  hyperbo- 
lique S.  Si  (a?,  y)  n'est  pas  en  (i ,  o)  ni  en  (o,  i),  la  fonction  (i  i)  de 
r'"  considérée  comme  \ariable  continue  variant  de  o  à  -|-  oo  est 
d'abord  décroissante  pour 


puis  croissante  pour 


o  <  /•'"  < 


y'- 


Donc,  si  le  centre  est  unique^  on  est   assuré  que    le    minimum 

Fie.   I. 


(m  étant  entier)  est  atteint  pour  m  =z  o  en  écrivant  seulement  les 
inégalités  correspondant  à  m  =  ±i  : 


'•ryokU 


(')  Des  polygones  non  rayonnes  peuvent  iitteindre  des  points  doubles  de  substi- 
tutions hyperboliques. 


9(>  •  MAI'I  I  Kl      V 

Tel  e>l  If    |K»I v|;(>iie    fi>ri(l;<iiitMilijl.  Il    ol   liniilt*    par  dfiix    (trclcs  de 
centre  O. 

S'il  V  a  ()liisieur>  ceiilirs,  on  pciil  avoir  |»liisn'«ir> /«ine>  annulaires 
lelle>  f|iie  crlle-ci. 

T.  Cycles.  —  Non»  n  :i\ons  ici  (jiic  Jcn  cviles  de  soniineU.  Nous 
avons  à  considéicr  deux  cas.  seluii  (|iu'  'I  un  de  ces  soniinels  (el  |>ar 
suite  lou>  ceux  du  c^t'lc  i  esl  dans  le  doniaiiif  principal,  ou  qu'il  e^l 
sur-  la  Ironticre  de  celui-ci.  c'esl-à-diie  sur  l'axe  réel. 

I><ins  le  jueiniei'  cas.  il  ii  v  a  (pi  un  iioiiihie  lini  de  «oininels  dans 
le  i:idupe.  (  .0  son  lin  et  >  se  li  ou  v  ciil  li  «s  lacileincnl  (pi;iiid  on  conuail 

l-.g.  j. 


la  réparlilion  des  côtés  en  paires  décotes  opposés.  Il  siilit  de  reinar- 
<pier  <pie.  si  Vou  fixe  un  sens  de  circidalion  sur  le  |)(dv^one  I*,  le 
>eiis  positif  par  exiinpie.  T  lui  fera  correspondre  le  sens  positif  sur 
tous  |e>  p(dv|;oiies  tiansloi mes.  |*ai  suite,  si  l'on  appinpie  à  un  côté 
de  I*  la  siibsiiiulioii  (pu  ramène  sur  s^n  (ipposé.  il  vient  se  placer  tie 
iiianicie  «pie.  si  le  <t'ité  initial  ('-lait  parcouru  dans  le  sens  futstd/ 
auloiiicle  I'.  le  c<'ilt'  1 1  aiisloi  ni»'-  so  il  patcoiiiii  dan  le  si-ns  /n'i^dltf 
auluiii   de  I'. 

Par  exemple,  soji  riie\.i};oiie  A IK  il  )r.|-  (  //r-  'Mui  Mi  et  AI-  sonl 
opposé-s.  iiiii-i  ipie  lu;  et  i.l' .  et  (pie  (,l)  cl  I  )  K .  (  )n  V  (  u  t  aiii  s  1  ipie  la 
sdlistil  ni  Kui  (pu  amené  IK  .  sm  |-,|-  amené  \'>  <ii  !•  <•!  (.en  I*,.  iieces- 
saii  eiioiil .  (  j'Ilc  (pu  a  mené  A  H  sur  M' Conserve  A,  et  cliaui^e  H  en  F. 
Celle  (pii  amené  (.1)  (  11  Hi'  conserve  |),  et  cli.mije  C  en  I',.  Il  \  a 
donc  (pialie  <  vcles;  I  un  loi  me  du  siiuimel  \,  un  aiilre  du  sunimcl 
I).   un  lidisiciiie  d«-s  sommets  II  ei   |' .  je  diinicr   de  *     •[  L. 


K.    Les    ronf/i/i<iH\  ilr  tlisii>nli ntitli\  dans  de  tels  cvcles  (^(.liaji.  I. 
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i^  ^C)  el  Mii\ .  )  >(■  létlulseiiL  à  ce  que  la  soiiiine  des  angles  des  Sdinmels 
d'un  ni('ine  cscle  soil  une  partie  ali(|uole  de  2-,  — ^  par  exemple. 

Si  (j^  I.  les  .sonitncts  dti  cycle  ne  sont  poinls  doubles  d'aucune 
siibsliluUon  :  on  dilcpie  ce   sonldes  sommets  advenli/s. 

Si^  >»  I  .  cliaque  soininel  est  poiiil  double  d'une  subslilulion  cllip- 
ti<pic  \']  telle  c[uc 

'    \y  =  I . 

et  (pie 

\i"i  --XZ  I  (  pour  //?  =  1 ,  2,   .  .  . ,  y        M. 

Ce  sont  tics  soiiiniets  clh pi Kfiics. 

Ainsi,  tians  l  hexagone  préc(''denl.  Ions  les  sonnnels  sont  ellip- 
tiques, j)nisfpie  aurnnc  de>  sommes  A.  D,  l>-|-F,  (  i -|- E  ne  peut 
atteindre  9.~. 

\).  Ceci  rend  sensible  1  inportance  qu'il  y  a  à  étudier  la  géométrie 
de  ces  (igures  pour  lesquelles  les  déplacements  euclidiens  sont 
remplacés  par  les  substitutions  de  Poincaré. 

V\2.  .1. 


1            N 

Y 

^       "\ 

( 

\ 

A     0 

B 

Soil  ;  =zj:-\-iY\A  variable  ccnnpiexe.  Les  substitutions  de  l'oincarc 
cliaiigent  en  lui-mènie  le  demi-plan  )' ^~  o.  Elles  cliangent  les  subs- 
titutions orthogonales  à  Or  les  unes  dans  les  autres.  Elles  n'altèrent 
pas  le  rapjjort  anharmonique  R(iM,  N,  A,  13)  {fii^'-  3).  Or  on  obtient 
une  interprétation  de  la  géométrie  non  euclidienne  de  Lobatcbefski 
en  faisant  correspondre  : 

aux  droites  de  Lobatchef'ski  des  cercles  orthogonaux  à  0.i\ 
aux  angles  de  Lobatcbefski  des  angles  ordinaires  ; 
aux  distances  MN  de  Lobatcbefski  les  quantités 

JCMN  =  lof,vR(\].  \,  A,  H): 

à  rinlini  de  Lobatchelski  luxe  O.r  .  (  )n  voit  que  la  gi'omélrie  cherchée 
est  celle  de  Lobatchelski. 

GiiîAUD  n 


1^6  <  II\HI1IU.    \  . 

10.    Soieiil  (,/'.)»  oi  (  ;.  r,  )  les  to<»rdonnres  <|p-  poinis   M  ei    \     I. 
dix  (jur.  Ni  /.  ot  noirt-  iiivaniint  foiulaiiu'nl.il. 

/  =  cil* • 

•À 

l'jj  elicl,  on  peiil  mij»|mis,i    i|iie  le  «IdniaiiM-  |inn(ipul  soii   (,»)   ci   q\n- 
M  soil  cil  ()  ;  ;il<>r> 

^  ^         l-^;o— 'I*        _       '       ^       '      . 

(.rj-f,    -  I  M  =;„  — I  )         1  —  ;;<>         i  —  p»  ' 
mais 

•  —  ? 
ro  (|iii  (loiin».'  le   r<'siillal  iriiiionct'. 

Si    \    se  «l/place  siii' la   driiile  ()  N ,  on  \oil  de  même  fjiie 


ce  fjiii  osl  iiDlie  invariani  dillerenliel  du  Cliapili-e   II. 
L  inlé^rale  double  liivananle  peut  s'«''Ciiie 


•  |) 


/ 


P  ^' ?■  ^) 


(  I    -  pî  )«  ' 
rllf  I  rinnl.iic  I  .oie  de  I  .nlialclielsk  i,  à    nii    l.ictein    niés. 

11.  .Soit;\.|{(^  iiii  Irian^le.  Le  domaine  [iriiieipal  étanl  ^.3),  on  peul 
a|>|)li({iiL'r  à  la  li^iiie  une  Iranstormalion  de  iNiiiiearé  Iclle  (jiic  A 
vienne  en  <  ).  ti  (jiie  H  >oil  rt-el  el  positif  :  >oil  ç  I  allixe  de  H.  ;  eehii 
de  C.  Si  a.h.r  dé>ignenl  '^H(i,  '^(i.\.  '^  A  15.  piis  po^iliv  ennMil.  el  si 
A.  I).  <1  sont  les  Mois  angles,  on  voit  (|ue 


lî;i.-'l^ 


•ici    ' 


'*a  "'  (,_»^(,  _$•$;,;  (,_c.)(,_ç'ç;,) 


fh»-  =  rrrri 


•i.j 


de  l.i  dei  ni'r  e  i  elal  ion  on  I  ii  <- 


i 


I.KS    KONCnOVS    l»K    l'OINCAHi:. 


p') 


fl  (If  hi  |)rér(''flcnL(\ 


;';ô  =  i'''  -' 


, ih  -  cos  A. 


En  porlaiil  dans  la  preirucrc  relation,  on  trouve 
cil  rt  =  cil  6  cil  c  —  sli  h  sli  c  cos  A, 

ce  qui  est    la  formule   londanienlale    ric    l.i    ti-igonoinetrie    de    Lohat- 
clielski.  (  )n  \  ('•rilierait  de  même  cjne,  pour  un  t.rian<;le, 


/ 


?'H?,^ 


(A-r-  B  +  G). 


Donc  la  somme  des  angles  ci  un  polygone  cle  m   côlés  est  inférieure 
à  [m  —  2)  TC. 

12.  Cycles  de  sommets  réels.  —  Revenons  auv  cycles  pour  consi- 
dérer le  cas  où  leurs  sommets  sont  réels.  Si  le  nonihre  des  sommets 
du  polygone  est  fini,  le  nombre  des  sommets  du  cycle  est  fini.  Mais 
deux  cas  peuvent  se  présenter: 

Ou  bien  un  sommet  du  cycle  n'est  pointdouble  d  aucune  siilisl  ilu- 
tion  de  F; 

Ou  bien  il  est  point  double  d'une  substitution  de  Y. 

Dans  le  premier  cas,  il  y  a  seulement  un  nombre  fini  de  polygones 
transformés  de   P   qui   sont  adjacents  à    P  par  le  sommet  considéré. 


C'est  dire  que  P  a  nécessairenienl  des  côtés  coïncidant  avec  des  por- 
tions de  Taxe  réel,  l^e  cycle  commence  à  un  sommet  d'un  tel  côté  et 
finit  à   un  autre. 

Ainsi  soit  le  pentagone  \\M1.\)\\  { Jig.  \),vi\\  AH  est  oppost'  à  DE  e 


i:iUI>IIKK    V. 

(II)  à  M..  On  ii.Mixr  un  muI  cvrle.  comixtsé  des  sommets  lî.  I).  K, 
A.  ( ,.  |»liic«'->  (l.in>t«'|  oriire. 

<  )n  ilit  i|u  On  il  l;'i  tl«*>  «vclcs  ouirrts. 

I)e  lels  cyrli's  ncdonni'iil  lieu  à  aucune  con'lilion  (Icdixonlinuilé; 
les  condiiions  mêmes  pour  «^ue  les  cAlés  opposés  soient  hansformaldes 
l'un  d.iuo  laulie  s  r-\.in<»uissenl  :  le^.  deu\  eiln^mités  élanl  réelles. 
I  in\ciii.ini  lond.iihonl.d  n Cxisle  |ilus.  \in<>i.  il  v  a  un  ;;r(iupe  disron- 
linu  rnn-<-»piindanl  .1  la  ligure   j,  ni*'m<'  si  I  «m   f.iil    varier  se>  diinen- 

sloM>. 


l/{.  I^i  un  s<»iniii»'(  icel  osl  |ininl  duulilr  d  uni-  »ulist ilulioti  di-  1", 
«•elle-ci  ■,'>l  loro-menl  |)ara]><)li({U(-  (  i;  .'J  .  On  dit  (|iii'  I  on  a  un  cjc/t' 
1/,:  soniineis  pnrahnliiiufs. 

Un  tel  cycle  ne   donnr  lieu    à  aucune  condilion   île    di>(i»iilinuil«''. 

Mais  les  conditiiin>  pour  ipie  les  côtés  opposés  soient  Iranslormables 

I  un  dan>«  l'aiilre   ne   >  é\an(iui>senl   |)liis;    soil.   par  exemple,   un  Iti 

l'M'Ie  <-i)inposé<l  un  seul  sitminet ,  ^iliit-  a  I  iniini,  le  domaine  priioip. il 

étant  (:>.).  Les  deux  c«')tés  al)outi>sanl  à  ce  sioiimcl   loU    dc>  «tpiations 

tell»'»  cpie 

j--H.ro—  a  a, 

a:  -4-  To=  ih. 

(  )r.  il>  doiNcnt  l'ije  Ira  lis  forint- s  I  un  <l.iiis  I  .mire  par  une  --u  li-«l  il  iilioii 
pai  .iliulupic.   nrce>saii  l'iiii-iil  du    Ivpc 

ir:  X  -h  fi  ), 

(Ml  II  I  s|  tri'/,  hiiiir   >i    \   cl  B(^//i'.  Ji   sont  les    sommets   <pii    Innittnt 

lit:.  ■.. 


«  es  c<il<N    I  <ii  \ 
réel. 


doisnil  >,<•  tiMiiMi   NUI    un«'    iiMinc    p.ii.tlIfK'  ,1    I  axe 
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1  i.  Si  un  gvonpe  F  comprend  une  substitution  paraholitjue  S. 
son  point  double  est  nécessairement  sommet  du  polvi^onf  fonda- 
mental rayonné  P,  ou  d'un  de  ses  frnnsformr.s  par  V . 

Nous  pouvons  supposer  ipie  co  point   douh't^  soit   à   rintiin:    iilors 

S  =  (x;  X  -\-  h). 

Je  dis  (i  nbord  qu'aucun  |ioiiil  du  deini-|)Iaii  ue  peut  êli-e  trans- 
formé par  r  en  un  point  de  pai  lie  imaginaire  arbitrairement  grande. 

Supposons  en  effet  qu'il  en  soit  aulremenl  ;  en  Iransfoiniant  au 
besoin  Y  par  une  substitut  ion  '  x  \  ax -\~  b)  (  a'^  o),  ce  qui  ne  cbange 
pas  le  type  de  S,  nous  potiMms  adnettre  que  c'est  le  point  /  qui  est 
changé  par  V  en  des  points  de  partie  imaginaire  arbiiiairemenl 
grande.  Soit 


T  = 


d 


(ad  —  In 


une  substitution  changeant  i  en  un  nombre  dont  le  coerficient  de  i 
soit  supérieur  à  un  nombre  M  donné.  Cela  signifie  que 


>  M, 


c"-  -^  d^ 


Al( 


Y       —  c-  /i  ,/■  -t-  1  —  <•  ail  J 


est  une  substitution  infinitésimale,  ce  qui  est  absurde.  Y  étant  dis- 
continu. JNotre  proposition  préliminaire  est   donc    démontrée. 

En  second  lieu,  le  maximum  de  ce  coeflicient  de  /  est  atteint  ellec- 
tivement  pour  (pielques  transformés  du  point  initial.  Car,  à  tout 
transformé  du  point  initial  en  correspond  un  autre  dont  le  coefficient 

Fii;.  G. 
A M 


A' 

B' 

o 

II 

de  i  est  le  même  et  dont  la  partie  réelle  est  com[)rise,  par  exemple, 
entre  o  «^t  //.  Soit  \H  une  parallèle  à  l'axe  réel  {fig-  6)  corres|)ondant 


IIVI'llllK     \ 


.1  lin  coeffii'ienl  il<-  /  -ii|iiiuiii  .m  iii.imiiiiiiii.  «-l  c'U(i|ianl  l^'^  tiroilo 
/  /„       i>  el  »     •     l'u        -.".Il  on    V  cl  l>  :  «.nii    A'M'  nue  |).ir;ill«'le  a   AI». 

C)>ri<'Sp«)n<l<iMl  il  un  cnclliruMil  tic  /  infct  i<-ni  ;in  ni.iMnrnni.  Ilsnllililc 
t'llIl^KlclCl  lc^   Il  ;in>(i>i  ni«'-s    ilii  |ioiiil    iiii(i:il    vilm-s   (hiiis   le   rc<'laii;^lc 
\  r>h  A    ;  oi   I  «MIN -Il  «uni  cil  iiuinlii  c  lini  :  le  inaMiilnin  («t  cioiir  allciiil . 
'  'i    non»    .i\i)n»  à   iIm'h  lier   le»  ininiiii.i  «le 

quand  (^;.  r,  i  parcoiirl  l»--.  ili\ci>  iiMii^runni'»  ilon-nlies  par  I';  {^"^  )') 
(idil  «Hre  il  rmliiii.  donc  ./  --  i.  v^o.  (^eci  rcvienl  donc  à  clicrclier 
les  niiiiiina  de  Y,r,,.  :  on.  piiiNipic  /(  ;t,„ —  ;o',>  •'î>'  coiislanl  cl  néi;alif. 
cela     les  iciil    à   tioiivcl     le«.  iii,i  \  iiiia   de 


<  )i  non»  \ellon■^  de  Miirinie  le  iiia\iniiini  c»l  alleinl  une  inliiiile  de 
lois,  pour  nn  nombre  liiii  de  tainillc»  de  poinl»  -  foiinaiil  de»  pro- 
gressions arilliiiM'l  npic»  de  raison  h.  Le  ilH-orèmc  e»l  donc  d«  montre. 

(  )n  \oil  niènie  ipic  le  suniniel  paialnd  i>|iie  apparlienl  a  une  inli- 
llllc   dl-    pol  Vj^nlies. 

!.*>.  Si  iiii  pid\  mille  a  ///  i  Tile»  a\,iiil  pour  (iili»  de»  cercle»  oillio- 
i:oiiaii\  .1  <  ) .1  a  nn  ou  plii»ieiir»  »oniiiie|v  ^m  I  a\e  réel,  dan»  I  e\a- 
liialKiii   de   la   »tiiMiiie  de*  aiii;le*.   e:;ale  a 

,    /'    :  /^/(  p.  0  )     , 
i  «j  —  >  .  r     -   1    /      ' ! ■     (  //i  —  •>  I  r . 

.  '       ,  I  _  -.î.î 

le>  ali::le-.   i  «  ii  l  r  ^i ,,  nida  ri  I    .oi\    -i  .iii  i  m  1  -    -y\\     \   .\\i      ni  I    i|i>i\i  til    i  nliij.l.  l 


itonr  /eio. 


hi.    Classilication  des  groupes.  Nmi-  avim-  ii  n Im    mi-i  li<>i- 

soclc»  de  e  \  des    : 

I        I  .1   *   I  \e|e»  de   »oinine|>  ad\enl||s  nn   el  1 1  pi  l<  pii'v  ; 
'      I  .<  »  I  \  I  le»  paialiolnpie»  ; 
'»'■     I  ,es  (   \  e|e>.  miin  ell  ». 

Clelle  i-|llilllCI  .itloll   esl   loniplele   polll    le»    piiK^iillc»   raxolllie»  .l\.inl 

Il  II      III  >lll  lu  1'     foi  1     1  II'    I    I  il  ■'■■ 


l.F.S    FONCTIONS   DE    POINCAUK.  lo} 

l''j\  |»arl:ml  de  là,  l^dincarr  a  classé  les  groupes  en  scpl  raiiiilioi  '  i  : 

Picniièn-  (aniille  :  j;ruupes  dont  le  polyojont'  fondanifiital  n'a  qm- 
(les  cNclcs  de  la  |)if'niiùrc  sorU^  ; 

Dciixirnic  raindlo  :  ceux  doiil  le  |H)l\^nnc  n'a  cpic  ili's  rvcles  de 
dciixirnie  sorte  ; 

Troisième  famille  :  C(Miv  (jiii  uOul  que  des  cmIcs  de  IroiMrmc 
sorte  ; 

Quatrième  famille  :  ceux  qui  ont  des  cycles  de  deuxième  et  de  troi- 
sième sorte  ; 

Cinquième  famille  :  ceux  qui  ont  des  cycles  de  troisième  et  de  pre- 
mière sorte  ; 

Sixième  famille  :  ceux  qui  ont  des  cycles  de  première  et  de 
deuxième  sorte  ; 

Septième  famille  :  ceux  qui  ont  des  cycles  des  trois  sortes. 

17.  Prolongement  du  polygone  fondamental.  —  On  peut,  comme 
nous  l'avons  vu  au  Chapitre  I,  prolonger  le  polygone  fondamental  en 
dehors  du  domaine  principal.  Ici,  le  plus  simple  est  de  remarquer 
qu'en  adjoignant  au  polygone  déjà  déterminé  son  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  réel,  on  obtient  le  polygone  correspondant  au  plan 
entier. 

Si  le  groupe  est  de  la  troisième,  de  la  quatrième  ou  de  la  septième 
famille,  le  polygone  déterminé  en  premier  lieu  a  des  côtés  sur  Taxe 
réel.  Le  polygone  correspondant  au  plan  entier  ne  forme  alors  qu'une 
seule  aire,  séparée  en  deux  parties  svmétriques  par  l'axe  réel. 

18.  Groupe  arithmétique.  —  On  n'est  pas  forcé  de  se  servir  de  la 
méthode  du  rayonnement  pour  déterminer  un  polygone  fondamental: 
nous  allons  en  voir  un  exemple  avec  le  groupe  arithmétique,  qui  est 
formé  des  substitutions 

/       ax  -!-  6  \  ,       ,   , 

(  X  :  ,  {ad  —  bc  =  \) 

\      '  c.r  -+-  a  ! 

à  coefficients  a,  h.  c,  d  entiers  :  on  a  bien  là  un  gi'oupe,  car  la  subs- 


(')  Poiiicaré,  qui  n'employait  pas  la  mctliode  du  rayonneinenl,  rangeait  dans  la 
deuxième  sorte  de  cycles  des  sommets  correspondant  à  des  substitutions  hsperlic- 
liques. 


Illillioli   |||\  ri»»-  i-s| 


l.ll  \IM  I  Kl      \ 


iiiii  .i|i|).ii  tiiiil    .111    iih'iik-    I\|m-.  ri    l.i  \  ci'ilii  ,il  mil    |iiiiii     un    |iI<mIiiiI  i-«t 
iiiiooi  iiiiiiK'tliali' :  le   ^niii|ir  <->|  <-\  iilriniiMiil  (li->i  tiiitinii . 
(  !<■  :;|-<iii|ii-  (  Miniii  <-||i|   l;i   <-ii  li^l  il  ii  I  n  i|i   |i;ii\ili<i|ii|ii(' 


I  .!•  ;  .r        I 


«loin  liiiil  iHiiiil  /  .1  un  1 1  ;iii^li>i'tiii-  |i(iiir  l(i|ii<'l  le  i  tirlIiiKitl  ili-  /  i-«l 
liliiN  ^liiiul  (juc  |Miiii  liiii»  If^  ;mlii-.  I  ]:;  1  i  i.  (  hi  [tiiil  -.|i|i|(i  iVci  ijiif. 
iiiiiii-  If  Ir.iii^foiinr. 


I       1         .r„        I. 


l.ll   •  iiil  I  <  .    I  <  iiniiii' 


HT  -    Il         a;i\,   -    A  /  —  T„ 


-» 


rX  -i-  (t  CXu  -i-  d  .         ,  rj-    ■     ,1  \- 

iiii  Miil  Mil  il  >iili-r.iil  .1  liiiilr^  lis  iiiti:,ilii( - 

d'J)  \i\r^H\-     I, 

un  I-  il  '/  SI, ni  clrii\  r-iiln  Ts  1 1  ii  rlii  un  |  ncs  |ircnin'is  cniic  <ii\. 


On   \  ,1   \  iiii    iitir  Iniitrs    1rs    inr;;.ilil  <  s  i  i    'i  i    |  irii\  l'Ill   l'i  1 1'  sii|i|  U  I  llli'c 
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;'i  rc\cc|)lit)n  <l(' 

('14  )  .    •'•^0^1- 

\j'  p()lvi;onr  sera  fiirlsi  (h'-lciTniiu''  (  /ii; .  ~  )■ 

Dciiiandoii^-Môii^  (labord  à  (|iicllc  condilioii  la  iiiiill  ipliciu''  cn  (liriiic 
(le  ct'iilrc  i 

(  1  :>  ) 

fciu'ont  ic  la  didilc 

en  posant 

(  I  T)  )  |»(Mit  srcrire 


■i  i  (  X  —  Xu  ) 

X  =^  x'  ■+-  ix" 


X  -  -h  x"'  —  '2  (  ■>.  X  —  1 1  .r"  -J-  I  =  o, 
de  sorte  (juc  la  coikIiIkui  c-l 

'--       4A- 

Si   le   centre,  au   lieu   d'être   /,    élail   a  +  Z^i,  on   transformerait  la 
figure  par  (  x:  ''  ~^)  ;  le  centre  reviendrait  en  i,  et  /■  serait  remplacé 

par  ^;  on  aurait  alors 

,    .    '  •      ^/' -+-?)- 


Soit  X  un  point  A  (  /Z^^-.  8)  salislaisanl  à  (12)  et  à  (i  i);  alor: 


Donc 

(•7) 


x'  I  -■  -  >  x'-  -r-  x"- ^:  I  . 


„     3  „^.v/3 


Le    |i.ir;iiii(-lr(-    /.   ilc    hi    iiiulliplicilc    <!<'    (ciilic    i    )|iii    |i.iim-   |i.ir   <  <- 

|IOllll    <n| 

P;ir    l.i  •«iili-^litiilKiii   (  j;  — ^ .)  (lu    ;;iuiiiM'.  ic    crnlrr  Mriil    «n    tiii 

Ixtlllt     il)'     l.l    <ll  I  )ll(' 


cî  -  (l^        n 

n  ctaiil  iiiliri'.  \  (iNiiii^  s|  |;i  riiul(i|ili<  itr  traii^^toriiu'-r  atteint  la  |iaralKl(- 
à  l'axe  léel  [la^saiil  |iai-.\:  il  (aiidr.iit  |miir  cela,  d'après  (l<)),  que 
l'im  eût 

(X  rt-4-I)»      .  ,  4 


X 


4^" 


»            ^     •♦         4  —  i  "  < 
«*  —  n).r  •    ■-  S  o. 


(nt-  n). 

■4 

et .    »!   //  ^  I  , 


Maiv.   iKiiir  /i  '    ;', 


>  n  —  \      ,  i 


1  /i .  /i  —  I  )  "4 


(  Àjiniiie  j  II -I  fine  ni  (  I  7  I  (  oMli  rtlil  aliiis  (  I  S  ),  on  \  tut  (jue  notr»-  druite 
n'est  |)a»  atteinte  (saut  en  un  seul  point.  (Liii^  un  cas  parliculier) 
ixnjr  n  ^  '>..  (^orutne  le  <eiilic  lui-niènie  est  au-iless(uis  de  eelte  ilroil»'. 
la  inultiplieité  ryclicjue  loiil  entii'ie  est  au-dessuus.  Mais  le  translornu' 

de       \      llli-lllèllie     pal      relie      su  Itstilu  I  II  UI      e-<|      sm      (cllc      tliult  Iplieile 

exlnpie;  doue  ./a  clé  diminué;  e"esl-à-diie  (jue  lis  inégalités  ii.l) 
s«»nt  Idutes  salislailes.  snijs  les  Inpolliéscs  (  i  :>.  »  «'l  (  i  i  ). 

Le     pol^'^oiie     londaiiienlal     i   fi  a  ■    7^     '"••     dune    délini    par    ii  >i 
el  (  I  4  )  (  '  ).   Il  .1  un  <M  le  II  trille  du  suiiiniet  pai  alto!  n  pie   à    I  inlini.  un 


(')  Dan»  rua  Thèse,  j'ai  iliiiiinmr  ilr  iiu^me  le  pol)c»lrr  i  mv  <liincnM<>n*  i»»rrr»- 
piinrianl   au  trinipr  ^^r^  ^iil>st  iiiii  iiin>  M-iiililaltIr»  A  cm-fCirirnl»  mlirr»  itr 

.r,  .r  -+-  x,.r,  -♦  x\. 
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aulrc  loriné  des  deux  somineLs  ellipU(|ues  B  et  C;  le  dernier  cjcle  est 
foi'iné  du  sommet  non  ii|)|);ircnl  A  >iii-  l'iixc  iinaiiinairc.  Les  siibstîtu- 
lions  j;én(''ial liées  du  i;i(»u|»('  ^oiil 

■'--(-^) 

La  eondition  de  diseonliniiilé  relative  au   sommet  \  se  traduit   |)ar 
la  relation  évidente 


la  somme  des  angles  des  sommets  de  ce  cjele  étant  -.  L'autre  cycle, 

T 


((Miné  de  B  et  (.,  a  pour  sf»mme  iUîs  angles  —,   ce  qui  montre  que 


'  (ST;3=i: 

on  vérilie  sans  peine  directement  cette  relation. 

19.  Le  i;roupe  modulaire^  qui  intervient  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions ellipti(jues,  est  un  souÀ-groiipe  à  congruences  du  précédent. 
()n  r(d)lient  en  imposant  à  a,  />,  c,  r/ les  conditions  supplémentaires 

a  ^  (l  r=  i,         b  ^s  c  ss  o         (  mod  T. ). 

On  Nérifiera  sans  peine,  au  moyen  dun  raisonnement  analogue,  que 
son  polyi^one  fondamental  est  défini  par  les  inégalités 

—  i£.r'<i,  \-?.x  —  i|-^i,         I 'i.r -+- 1  |'2  I. 

11  ol  tormé  de  celui  du  i^roupe  arillimélKpic  cl  de  cinq  (\c  ses 
transformés. 

Tous  les  s(Miiiu<l>  >ont  |)aial)()li(jiies,  et  les  siil)>tilutions  généi'a- 
trices  son! 

(x:  .T  ^-  ■}.)     et      (  X  ;  — ^ — 
.         \       9.x  -\- 

20.  Fonctions  6.  —  Nous  prenons  maintenant  I  .5  )  comme  tlomaine 
principal.  Dans  une  série 

\  c.r  ■-    (I       (  r  r  —  <i  v-'' 

les    iiilinis   dc>   dillcrcnls    icinics  sont   des  points.    (lomii-K:,   x  étant 


I  .     ,  ajr  -¥-  b      .  I .  I .  ,      • 

MOMIir.   h'v    liiiintS    ;    Il    nul    llils  il   ailIlC»  ItOlllls  (I   .ircllllllll.llKlIl    (lUf 

'  rr  -+-  f/  •  '  ' 

l<"»  |>niiii-  ilii  criclr 

TT^  —  1 , 

il  viillil  pour  lii  (iiiiviT^ciirr  (|nc  lii  /  i  ^nii  lionicc  sur  ci'  cercle  : 
lll  X  \  jUMil  (loin-  iixuir  (les  |(("i|rs  ;i  l'iiili'iiciir. 

l'.l    nirilir.   si   le    j^I(Mi|ic    I"    csI    de    riilir    ilc»      >    .     j    .     i     <  I    -'    i;iiiiillfs. 

II  /    '  iiciil   .i\iiii'(l<-N    iMilcs    viii     les    |inrli<i||s    ijii    ii'iiii-    |ii  lliri|)iil    i|lll 

sciut  riilcs  «lu  iiol  \  :;(Hii'    l<iii(l,iiiii'iit;il    mi    <!<•    >rs    1 1  ;iiiv((i|iin-  :  i  .il"   Ifs 

jKiIllIs  lie  ci^s-  |inrlii)||s  (lu   «  f|(  Ir   |  ill  ll<  l|  ni    lir    suiil    |i;is   |iii|||t>  tl  ilCCII- 

II                          "•'"  ~  ''      I  I  1  »    I 

iiiulalitiii  «l«'s  iitiiiils  ■;  la  pn-x-iit  <•   tir   ces    pulrs    n  cinnrttM*  pa*» 

III  /  I  ilrlrr  ItuiiH*  sur  jcs  porlioii*»  irsimilfs  ijii  icnlc  iiniicipal.  (  .fs 
noiiils  (lu  )  (iilc  itriiii  iital  iiiii  ne  simi  miIcikiiis.  ,\\i  si  n^  tlioil.  iii 
à  lin  ri'ilt  (lu  iMiK^diic  l(iii(laiii('iil.il.  ni  a  un  cnli-  de  sis  1 1  .iiisloniii's. 
lorini-nl  m  rUrl.  <'\  nlrinnirnl .  un  cnscmlih'  IcriiH- :  cri  fiisi-niltli* 
•  IcviiMil  jiarfail  m  I Kii  <n  s|i|)|iiimi'  l<'s  cxlrcMiilcs  <|rs  (("iit-s  des  pnU- 
^«inoN  :  car  il  cs|  cvidcnl  (|nc  <  es  cxii  cinilcs  s(|,;ii(nl  deux  ai(  s  du 
cercle  |iriii(-i|)al  ddiil  (liai  un  est   (m  i  ("de  de  |i(  d  \  i:iiiie. 

21.  Il  est  e\ideiil.  |i,m  les  I  lie(  mines  ^t'iléia  II  \  .  (|iie  la  i  (  iiiN  er^eMye 
iiniloriiie  I  e|  ails, due  )  des  sciies  H  ,i  Ikii  a  I  inleiieii  r  el  à  I  exlcrieiir 
du  eei(  le  lilllK  lli.d  el  .  en  nlllre.  sin  les  idjcs  du  |MdNi;olH'  lullda- 
nielilal  el  de  s«s  1 1  .i  iisloiiiHs  i|ui   s,i|il   situés  sur  le  (dt  le  |irillCI|Kil . 

I)i>n«  .  s|  le  ::i(Ui|»e  esl  de  I  une  des  ,'»■  .  \'\  .'»'  el  -'  taiillllr>.  les 
séries  H  I  eiH  «siiiliiil  dis  IniK  iKiiis  uiilloriiies  d.ins  Inill  le  |ilaii:  le» 
iMiinls  siii^iditTs  sniil  siidemeiil  ceii\  de  leuseinlde  pailail  |>re- 
(  édeiil . 

Si  le  L;lt(U|ie  es|  de  |  iiin  des  .iiihi  s  l.iunlles.  |,i  série  H  re|iresenle 
deux  riiiicliiiiis  iinaU  liiiiies  uniloiiiies  delinies  lune  .1  linleiieiirdii 
celi  le.  I  ailln-  à  rexleiieiii  .  I  .e  (  il  i  le  lui  iiieilie  es|  une  C(iii|iUie  ailé- 
lalil  le  itroliili^cineiil  aii.il  \  I  H  |  ne  de  \\  eiei  s|  i  .iss  :  \\  es|  liien  lacile.  en 
ejlel.  de  se  iciidir  Cijllllile  iiiie  Iniit  |Miinl  du  cenle  es|  alufs  |ininl 
d  .icciiiiiill.iliiili  des  liansliii  nies  de  Inill  |Hiiiit  du  |dan:  ce  i|ni  exeliil 
la  liossiliilile  Mlle  Hi  .r  I  suit    linliiilioi  plie  sur  le  cercle. 

Les   fnliclliins     luInlMi  II  plies    di      l'dinc.lie     selulil    e^.denunl     pndnll 
^jcahlrs  dans  l<iul   le  |dan  dans  le  cas   des    I'.    \' ,   "»'"  cl   -'   laiiiilles  ;   leur 
pridiiiceiiieiil    s,  I  .1  .1111  le  ii,ii    le  <  iicle  daiis  les  aiilies  cas. 
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^^.    \  oici  encore  deux  remarques  sur  les  séries  0. 

Si  le  groupe  csl  de  lune  des  3",  4^?  5"  6t  ~/  familles,  et  si,  le 
domaine  principal  étant  (2),  h-  |)Oint  à  indni  apparlient  à  un  côté  d'un 
des  polygones,  la  série 

'  ax  —  b 


fc>(.r;  =  SU  l'- 


dfi' 


converge,  si  (H)  est  borné  sur  l'ensemble  parfait  des  points  singuliers 
de  Taxe  l'éel.  On  peut  le  voir  en  détachant  du  demi-plan  le  polvgone, 
transformé  du  polygone  fondamental,  qui  contient  le  point  à  Tinfini. 
La  démonstration  générale  (Chap.  I,  §  9  et  10)  s'applicpie  alois  à  la 
partie  restante  du  domaine  principal,  qui  est  entièrement  à  distance 
finie.  La  démonstration  ainsi  modifiée  est  très  voisine  de  celle  qui 
convienl  aux  groupes  linéaires  sans  domaine  principal  (kleinéens). 

^3.  Si,  le  domaine  principal  étant  (3),  H  a  dans  le  domaine  prin- 
cipal un  pôle  qui  ne  soit  transformé  par  F  d'aucun  autre  pôle  de  IJ, 
ce  point  est  aussi  un  j)ôle  de  la  série  0  :  celle-ci  n'est  donc  pas  iden- 
tiquement nulle  et  l'on  n'a  pas  besoin,  pour  le  prouver,  que  k  soit  un 
assez  grand  nombre,  comme  nous  avons  dû  le  faire,  à  la  suite  de 
M.  Picard,  dans  la  théorie  générale. 

2i.  Étude  des  fonctions  de  Poincaré  en  un  sommet  parabolique.  — 
D'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  de  Poincaré  ne  |»eii\('nl  pas 
avoir  d'autre  singularité  essentielle,  dans  le  polygone  fondamental  et 
sur  son  contour,  que  les  sommets  paraboliques.  Ceci  est  vrai,  même 
si  le  groupe  est  de  la  troisième,  de  la  quatrième,  de  la  cincpiième  ou 
de  la  septième  famille,  et  qu'on  considère  le  polygone  correspondant 
au  plan  entier,  polygone  qui  est  coupé  par  le  cercle  [)riucipal.  Nous 
voyons  par  là  l'intérêt  qu'il  y  a  à  étudier  ces  fonctions  en  un  sommet 
parabolique. 

Prenons  comme  domaine  principal  le  demi-plan  (2)  ;  supposons 
que  r  comprenne  la  substitution  parabolique 

S  =  {x\  X-r  h)         (/i>  o). 

JNous  allons  étudier  l'allure  des  fonctions  W  au  point  a  linlini. 
Soient 


I  iM  Cil  «n  ni i    V 

l.r  il<-iiii-|il.iii  l'oi  mii|tl.it  (-  |i.ii 


I,,'   vrii.     H   ,   -I 


-"   [ci  ^f/)    ,ct^^,l*' 


eu  ;i|»|n|,iiil   :,„.  ./•„,  les  |  imii<.1i  n  mk"»  ilr  ;  i|   i\r  ./-  juii     |;i    ///"■'"     vuLsiiiu- 
llDll   «lu    uliill|ii-.    i)|i    |i('l||    ri  rue  .111^*1 


ou 


I,f    ill   rniCI     liK   Icill     CnI    (   ;;,||    , 

\  (r    -  /  )î 

»t  X)  : 

M..I» 


il  iir  (|i|i(ii(|   |)ii-  ilr  m  :   iliilic 


//£  '■       il  r         A 


..    .(''5 


"'-'U^)=^ 


=  J  (  .'•/«  I. 


.1  (  X  )  claiil  mil-  fiiiKl  11)11  iMliiiiiiiilli-.  I  h' I  mil  1  II  rr  i|ii,iiiil  mi  riiiiii.iil  1 1  : 
donc 


(>9) 


Hi  ./• 


(  J-  -,-  /  )- 


-"■'■"'(■^■/- 


SoifMii  r,     1.  r,.  !•, r„.  ...  iio  suiisiiiiiiiniis  de  r  i.iii-. 

(|ii(>  loiitr  Milfliliilinii  ilr  I  |)iii^Nf  s'ccii rc  (111111'  in.iiiirrr  ri  il  une 
seul»'  M»ii>  lii  (oniir  .S/'T,,.  jt  «i  //  cliiiil  ilrs  nilins.  //  |»ii>«ilir.  iit'j;iilil 
nu  nul.  //  |ti>^ilil.  1*1)111  liuiiMi  1rs  r.  on  iMiiii»'  I'"*  siilisi  iiiil  uni-  ilr  1 
il.iii-  un  I  l'iliiin  i>rilii- 


Si  =  i.         S,.  S,,....  S, 


sn|i|ininMiis  'ii'  i  <•    I  iiMr.in  lis  -h  1)^1  ii  ni  h  )iis  .*^/' ;  l.i  iniiiiirn     -iil)-!!!!! 
Iioii  rcsliinlr  «ri;i    I  _.  ;  sii|)|)|°iiiimii>  Ii-  -uIisI  iiniinn-  N*^'  I  _.  ;  l.i  iniiiiui  i- 
i«'-l.iMl«'  sriii  '\\.  v\  iiiiisi  «Ir  ouiii-. 

I  ,.i   sciic  (  Uj  )  jU'Ul  rirr  rniisnlrivr    (  oiiinif    llin'    sciir    ilmililr    v\\    Il 
r\  i<.  .ilisiilnnii-nl  iinix  ri'^:)  iil<'.  l'aixniis  d  .'ilinnl  |,i  sinniu.il  imi  |i.ii  r.ip- 
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porl  a  p.  Ou  |)cuL  C'crli'c 

I 

djc,n  _  dx,„        ^ 

dx         d{x  -\- ph) 

On  peul  donc  écrire 

/  dT     \  /' 
J(.r,„)(^-^)    =K„(ar -4- />/*), 

K„  étant  une  fonction  rationnelle,  ne  dépendant  que  de  n. 
Mais  la  série 

p  =+  oe 

2_,     ^n{x  -\- ph) 

est  absolument  convergente.  11  en  résulte  que 

(20)  ^    K„(x -t-/>/i)  =  L;t  \e    ''    ), 

î  i  7t  .1- 

L„  étant  une  fonction  rationnelle  nulle  pour  e   ''      tendant  vers  zéro 
ou  vers  l'infini  (').  En  effet,  de  la  formule  classique 


COt  JT 


i-I 


-hpn        pr. 
on  déduit 

2;7t  J 


TZ    e     "       -hl 


X      2^  \x-\-ph  ~  ph)  ~  h    liJL 


On  obtient  les  dérivées  d'ordre  quelconque  du  premier  membre  en 
dérivant  terme  à  terme,  car  les  séries  obtenues  sont  toutes  uniformé- 


ment convergentes.  On  trouve  ainsi 


rim. 


y ; —  =  une  fonction  ralionnellc  de  e    '' 

^   (x  +  phy 

eu  particulier    • 


(.f  -h  p-)>-        (  r  —  \)\  jiu  i  e-'-'-  —  I  V' 


(')    On  peut,  pour  la  suite  du  raisonnement,  se  contenter  de  voir  que  o  cl   x  ne 
sont  pas  des  pAIes  de  L„- 


tl\l'lll«^     N 


1       .< 


\r>  «  ui-riiririils  ;illiTiif>  du   liiii.'>liu-  <l.ilil    |>l.i(  rv  (Icv.ml    li»    |iiiiss.iiirr. 
/         I   «lis  .s-  iin-iniii  >>  tiiiiiilin-s. 

IIT.  I 

i.rWr    liiiK  tinii    r  iil  i«l||  IK'lli     Icml    |)c>iii     /  I     \r|s   zi'Hi    i|ll.lM<l    r     '' 

l<ii<l  \.r*  I  iiiliiii:  <||.-  Ii'ikI  .iiis>i  \(I>.  /ci.i  i|ii.tii<l  <•    ''     lrii<l  n  «ts /.«'lo, 

«  ,11-  itii  aiii ml  |iii  (lu  i;:i'i  \i'^  <  ;il«  ni-  <lr  l.n  «'Il  .1  i.iii  r  .i|i|i.ir.iin  <•  c  1 

<-ii  iléliiiiniii.ilriii  . 

I  )rTnm|)n-..il|s   .iliit»    l\„'  ./•  <   «Il    ritllicill-   -llll|i|i- 

li  '. 


k„i./ 1  ^  >  — — 


X  1  (  ./•  2  p 


l.l    >...||||11<'    .|r>    n-l.lll*    1  \    rx|    llllll<-.    |illi-.||ll.'   1  K„(^.r-|-////   I    rollNri;;»-  : 


h„(J-    t   /i/»(  =  >    ( - 


A  A 


1   •    //A  »* 


1)1  llir    llKlIillli 


■  —  -x  ■  i>li       /ili  J       (./•  —  1  •  /<A  I- 
«1    l'ciM   \iiil    Ilirii   (|ur   1  K„  I  ./•     •     ftll  )  "■•'1    «If   li"   I" 

*■  '     llT.   >  \ 

\nll-.     ilNollN     lll.lillIiMI.IIll      .1     illccllli    T    >     \.,,''  *  *"•     '-II''     "^«ll'' 

'I       I 

r*l  jiIi-mIiimkiiI  i|  11  iiili  )niM-iiii'iil  i  1  iii\  11 -tiil.-  (I.iii-  loiil  nixcmlilr 
rniiir  iiUriiiiii-  ;m  <l<iiii-|»liiii .  Si.  iitihiiiiiiniil  (//r.<'i.  M^  <">l  «iiir 
niiiiiili'-ir  il  l'axr  PitI  (ruitl(iiiii<-i'  sii|i<iicuri-  ii  <  «Ile  des  |i<i|rs  des  limr- 
li<.||«.     \\i\,„)   ivoir    i,     I  i  I.   <l     |>.i|-    -llilr    viilMl  iniir    .1    ..II.'    dr-    p.d.s 

/   lin  »  , 
d.>  \.,\e   "     '.    li.   M". 


■|'|i'    I  (  iii\  ci'iir     lili 


Il  iiiiit  iiuiil     -III     le     -<';^miiil     d< 


iiiH     \,ili'iir    .ili»ii|iii 


dlMlh      \\\  ,   Ml.    -Ml    I  <•    sc^iii.iil    dr  didllf.  e    '' 

(  u||»l.lllli'.   cl    snll   .ili;lllll(lil    |i|i  iid   liilllfs   |i-   \;ililll-  i\i-    c<    a    -it:.    nmii 

lii  srric  riiiiN  iT^c  iiiiilni  iiMiiKiil   |M.mvii  i|iii 


tlT,  t 


ail  iMH    \.d<iii   .ilt»"liii'  I  iiii-l.iiili'    :   ii--i/    |ii  iii.       \|.ii-    11. Il-  il  -  Il  Ml 

viilll    IlololIKH  |>ll<--    |MIIII 
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Donc  la  convergence  uniforme  a  lieu  pour  ]  ^ll  p.  Donc 


^  L„(0  =  R(0> 


R  étant  une  fonction  régulière  pour  i  =  o  et  (pftr  un  raisonnement 
semblable)  pour  t  =  ce. 
Ainsi 


e,.,=  [l^]'KÛ^). 


Les    facteurs ^--      disparaissant    dans    les    fonctions    auto- 

morphes,  celles-ci  sont,  dans  une  partie  du  polygone  fondamental 
n'avant  pas  de  point  commun  avec  l'axe  réel  autre  que  le  point  à  l'in- 

fini,  des  fonctions  méromorplies  de  e   ''    . 

Telle  est  la  nature  des  fonctions  de  Poincaré  en  un  sommet  para- 
bolique. 

'ilo.  Relations  algébriques.  —  Ainsi  on  peut  décomposer  le  poly- 
gone fondamental  en  un  nombre  tmi  de  régions,  dans  chacune  des- 
quelles toutes  les  fonctions  automorphes  sont  des  fonctions  méro- 
morplies d'une  même  variable,  x  ou  une  exponentielle. 

Il  en  résulte  notamment  que  deux  fonctions  aato/no/phes  quel- 
conques (invariantes  parle  même  groupe)  sont  liées  par  une  relation 
ali^ébrique. 

Ce  résultat  est  plus  complet  que  celui  de  la  théorie  générale,  qui  ne 
regardait  que  le  cas  où  le  polygone  fondamental  est  tout  entier  inté- 
rieur, au  sens  étroit,  au  domaine  principal.      : 

26.  Nous  savons  déjà,  par  la  théorie  générale,  que  si  le  groupe 
appartient  à  la  première,  à  la  deuxième  ou  à  la  sixième  famille,  il 
est  possible  de  trouver  deux  fonctions  automorphes  /  et  'j,  liées  par 
une  relation  algébrique 

(21)  F(/,    cp)  =  0, 

telles  qu'à  un  système  de  valeurs  données  de /et  de  '.s  ne  correspond 
en  général  qu'un  seul  point  du  polygone  fondamental.  *Ce  résultat 
s'étend  immédiatement  aux  autres  familles;  la  démonstration  générale 

GiRAUD  8 


«•  I 


t  lUIMIllK    \ 


<*>t  à  |i<iiii-  iiioililiri- ;  le  imU  t:!)!!*-  (i  iiiil.iiiiiiit  .il  <^i.  liaiis  ce  cas.  celui 
i|iii  rnrrcs|»«>iiti  an  plan  ciilici  . 

Alors,  luutt's  li'x  J  onctitnis  n  n  (iuimi  flif^  Ja  ^l'iiijn  A  1 .1  in  tiiir  ni 
l'titiotint'llrtnfiil   nu   /mn  f/i   lir  f  cî   ilf   ■:..   La  (Irnitiiistration  cisl  la 

riu'lllr  (jllr  (lail-   l«'  cas  g^IHIMJ. 

-/.  Il  i^t  mil  Tcs^aiil  «1  i\  .iliKi  l<-  l'i'iiit'  ilf  la  iclalKHi  al^<- 
l)l'i(|ii<'  (  :<  I  ).  Il  siillit  |i<iiir  ri-la  ilr  r<iiiar<|ii<T  (|ii<-  la  Mirfaci*  do 
ti<-iiiaiiii  (-tinrsjtiiinl.iiit  a  i-clli-  ii-jalniii  riirr<-SjMiii(l  |)(iiiit  par  point 
.111  piil\^<tnc  l<iii(laiiii'iital.  claiil  ciiIcikIii  (pu-  It-s  pninls  <  oirf^piin- 
(lanl>  <lf  ili"U\  (  iilcs  iippoM-s  (jr  ccliii-ii  ((Hiipl.iil  pixir  iiii  s<iil  pnini, 
•  •I  (pu-  les  xiMiiiicl»  il  un,  Iiir-IIH-  cNcIr  riiiiiplinl  aii^^i  ptnii  un  sriil 
piiint . 

l 'il  II  r  i\  aliiii  Ir  i^iiiic  il  II  |i(>l  >  t^imi-  ilaiis  ci'-  iiiiitlili(»n>i,  ili»l  llli:lllln- 
av^M•  l'iiinran-  ilriix  i  a»,  selon  (pir  li-  piil\^i»ni'  r»!  ilr  la  picinii'ic.  de 
la  (IcnxK-nif  on  ilr  la  MMrinc  iaiiiillr.  on  ipi  il  rs|  de  l'iiiK'  drs  and'i-s. 

Dan-  Ir  premier  cas,  le  poK^one  elant  suppose  d  un  seul  ti-nanl  el 
a  lin  xeill  I  iiMlniil.  I  liia::lii<  ni^  ipie  Iloil^  le  <  |e|i  nm  n  i||n  de  iiiaiileie 
;•  roller  les  uns  sur  li'>  antre>  les  ettlés  oppos<->.  .\oii>  olttentnis  une 
jort»;  <le  pol\èdn'  lerme.  àniie  seule  laeeeonrlie  simplenienl  eonne\e. 
Si  2/1  «'si  le  iiitinhie  des  eiilis  du  pid\i:one  e|  f  eejiil  des  cxel^s.  |e 
poUédre  aura  n  aièles  e|  c  sniuiiiels.  \|<i|s.  dapics  ja  ioriniile 
dKllIei. 

S  -i-  F—  A  =  2  —  xp, 

(ni  />  est   le   ^eiiie  elierelie.    lUi    liiiii\e 

r  -r-  I  —  n  =  f  —  i  /', 


/j  -= 


f'iiiil  les  diii\  aiilles  laiiillles.  iiitiis  eoiisiderei  oiis  les  deii\  iinulies 
dn  pol\  ^oue  séparées  jiar  Taxe  ri'cl  eoinnie  lorinaiil  deux  faces  dis- 
lineles  du  pcdM'drc,  de  manière  ipie  4-e||es-ei  soient  simplement 
I  olinexes.  Alors,  si  2«  est  le  iioiidiie  des  e«"i|és  s||iié>  tl ii-iirssi/s  de 
I  ax«*  n-el.  A  II  lui  des  (('(les  siliies  sur  laxe  réel,  c  le  iiomlue  îles 
(-\rlrs  de  snmiiiets  aiKenllIs,  ellipliipies  ou  p.ii  aliol  npies ,  |e  pojxedie 
a  deux  faees.     > //  //  arèles.    <<  //   siuiimels;   d  ou 


A  —  (  j  /i  -»-  A 


i/. 
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28.  Eli  {)articuli(n-,  si  le  genre  est  nul,  /'et  '^  peuvent  s'exprimer  en 
fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre  t\  t  peut  être  considéré 
comme  fonction  rationnelle  des  fonctions  f  et  'f  liées,  par  la  rela- 
tion (21);  c'est  donc  une  jonction  automorphe. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  toutes  les  fonctions  automorp'ies  s'exprinie/il 
en  Jonctions  rationnelles  d'u/ie  seule  d^ entre  elles. 

Le  groupe  aritiimélicpie  ofTre  un  exemple  de  ce  cas  (/;  =  2,  c=3). 

29.  Si  l'on  considère  le  groupe  des  puissances  de  la  substitution 
hyperbolique  [x;  rx)^  le  genre  est  trouvé  égal  à  u/t  (w  =  i,  c  =  o). 
Or,  si  l'on  pose 

toute  fonction  automorphe  de  ce  groupe  devient  une  fonction  ellip- 
tique de  :;  avec  les  périodes  2i-  et  log/'. 

30.  Équations  différentielles.  —  Soient  :;  et  /  les  deux  fonctions  / 
et  C5  ;  si  le  genre  est  nul,  'z  sera  la  fonction  au  moyen  de  laquelle  toutes 
les  autres  s'expriment  rationnellement. 

Posons 

«,  =  !/—;  11-2=  xiii. 

\      <t.c 

Si  j"  subit  une  transtormation  du  groupe, 

ax  -+-  b 

A  :=  -.■> 

ex  —  a 

5  ne  change  pas.  Mais 


r/X        (/\   f/x  I  dx 

clz         dx   dz        {cx-hdy-  dz 


Donc 


/ 


4l  =  (rc  +  ^). /^  =cu,-^du„ 


d\  y    dx 


-\  1  /  -rrr  =(ax^  h\i/  -—  =  aiio-T-  bu ,  ; 


M(  et  u-2  subissent  donc  une  transformation  linéaire. 

Si  nous  considérons  u^  et  //^  comme  des  fonctions  de  ô  et  que  nous 


1 16  I  H  \tiriu    \ 

rorniioiis  l'équation  Hint'ii-nlicllr 

(/-  Il  lin 

dont  Ii'S  intojirales  sciiit  //,  il  //...  /'  cl  //  soiil  tlmic  dts  (omiidii-.  iini- 
formcs  <1<'>  variables  z  <'l  /  lii<s  par  la  rrlalmn 


(  1 1  liis 


F(  z.  I 


ou  de  z  seul  >i  le  f;enre  e^.!  mil.  Coiiiiiic,  d  anlrc  part,  les  ^i^}i;ularil<■- 
de/»  el  <lf  y.  im'iiif  aux  soinmels  paraboliques,  sonl  de  nuhue  nature 
que  e(dlfs  des  fonctions  autoinorplics,  ce  sonl  des  fonctions  auto- 
niorplies.  c'est-à-dire  (/es  fo/ictions  ration nrllrs  île  z  rt  t  (  ou  <le 
3  seul  ). 

Calculons  cIlrcliNciiMiil  ji.  Nous  av(»ns  b-s  écpiations 


d-  u ,  (iii , 


^"!  =  o, 


,lz--        '    ilz 
tl-ii..  t/u, 

En  désignant  les  dérivées  par  des  acceiil^.  li-  (bt«  i  iniiiaiil   <ln   svs- 
lèuie  est 


"..     lit 


tl\ 

"i 

"'l 

II 

= 

.ru\ 

-i-  tt, 

tir 

'— 

"l 

,ir 
,iz 

( 

,fz 


Le  nuiinratciir  de  f>  esl 


H  ".        Il  - 


rCNl-a-dire  la  dérivée  du   piéee(l<iil   deleniiiiianl .  <iii  zein.    i)(>ne 

/'    -  ... 
( Jiiaiil   .1  1/ .   il  II  l'^t   pis  mil   : 

'/  =-- 

expl'inie  au  nni\eu  de  ./•  «1   de  -.es  deiivi-es.  e"es|   ce  (pi  .m   Moiiiine  par- 
fois   "    l'invariant   dillérenl  lel  ^(b     Seliwaiv  \iiisi.    iiii|re^e(|ualion 
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diflérenliellf  est  du  tvpe 

R  étant  rationnel. 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d'équation  dififérenlii^Ue  s'intégrant 
par  les  fonctions  de  Poincaré. 

On  vérifiera  aisément  que  les  points  singuliers  correspondant  aux 
sommets  elliptiques  et  paraboliques  du  polygone  fondamental  sont 
réguliers,  au  sens  de  Fuchs.  Les  autres  points  singuliers  peuvent 
être  rendus  réguliers  par  un  changement  birationnel  de  variables 
z  et  t. 


AiM'E.M)ii:i:. 


SI  \{  ni  I  l.nLi:S  (ilU)l  PKS  Al  TO.MOIUMIKS  SAIISI- AISANI  (H   N<»N 
Al  X  iniMtTIlkSKS  (Il  . 


I.  Nous  iilloiis  pasxM-  ici  «mi  revue  (|nel(jues  iKuiveaux  Ivpes  de 
g;roui)es  aultiinurphes,  >e  rallacliant  <le  |>lii>  ou  iiituiis  |in'->  à  ciiix  qui 
oui  «té  iiilnxluils  pn';cé(iêiiimenl. 

Le  proc«}cl(*  par  h'tpicl  <ni  passera  de  ces  aneiens  groupes  aux  nou- 
veaux sera  ttujjours  le  même,  il  consiste  à  cli«>isir  dans  l«'  premier 
{groupe  l«'s  snl)^litiilinns  jduissaiit  «lune  pr«»|)rieté  supplenwntaire.  à 
savoir  <illi>  luii  <  niiseiN  iiil  iiiu'  eeilaiiie  (•oiiilimai'^oii  de--  \  aiiaiiles 
(^liom«»g«'nt.'S  nu  n«in  liiimoj;enes).  Un  en  déduit  un  nou\eau  ^^roupe. 
p«irtanl  sur  un  noiulu-e  |)lus  tui  moins  t;i-and  de  varialtlo. 

Uelalivemenl  aux  mouncIIis  vanaldes.  ileux  ea><  pnuiiuni  m-  pré- 
senter :  itu  Iden  une  ré<;ion  de  leur  dtuuaine  «le  variation  ecurespond 
au  tltiiiKiini'  pritiri jxil  îles  aneieniies  vanaldes.  ou  liieii  eid.i  n  ai- 
rive  l'.as. 

Le  premiei'  cas  est  le  plus  simple  :  (ui  sera  assui'é,  en  soniiiie.  ipie 
le  ntuiveau  ;;i-oupe  salislail  aux  li vp<illièse>  <  Il  ). 

Dans  !<•  deuxiiine  las.  nu  trouvera  des  ;:r((U|)es  cpii  ne  salislunl  pas 
aux  livp«»tliéses  (  Il  i  ;  leur  llieniir  m-  lieurle  dnue  aux  ddiieulles  si^na- 
lé<'s  dans  |«'  Cliapilr.  I.  (  )n  pourra  pariois,  mais  j»iut-èlre  pas  toujiuirs, 
constiiiii-e  des  rnurlinns  aulomorjdies  eorresp«»n«lant  à  iK*s  groupes 
dis<-ontinus  de  cette  sorte,  en  se  servant  des  indications  du  Ciiapiln-  L 
riîlaliv<'S  à  l'exlerii-ui  du  domaine  |iiiuripal.  Pairni  les  e\i-mples  «pn- 
n«tus  <it«!rons.  on  i-encoiii  rera  les  j4i«)upes  à  une  varialde  sans  eercU* 
priiuipal  (groujxs  Uleiin-ens  i  ;  dans  ««•  «as,  les  fouetituis  autiuuttrplies 
existent  toujours,  si  le  ;;i.iupe  (si  dis(()utnui.  mais  nous  m  ius|s|i-i'ons 
lias  sur  l>i  deuioiisi r.ii lou. 

i.  Consideious  1.1  loriiir  i|ii.idi  .ilnpir 
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un  carré  néga 
de  (i),  les  variables 


avec   un  carré  négatif.   Pour  toute   transff)niiation  semblable  réelle 


y, Il  =    (  W    =::  .1  ,  7.,    .  .  .  ,  /l  ) 

^  Il  +  1 

subissent  des  transformations  linéaires,  formant  un  j;r(jupe  (F).  Ce 
groupe  peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier  de  ceux  du 
Chapitre  11,  car  il  conserve  l'iiermitien 

•'"l  '^1 ,0  "T-  X^X-i^Q  -+-  ,  .  •  -\-  X,i  Xri ,0         X n-t-\  -^ii-*  1,0  ? 

cela  suffit  à  nous  montrer  que  les  hypothèses  (H)  sont  satisfaites,  le 
domaine  principal  étant 

(•^)  2|j„,  |'-<i. 

Mais  il  y  a  avantage  à  rattacher  ce  groupe  à  ceux  du  Chapitre  111. 
Posons 

si,  aux  équations  qui  définissent  une  sul)stitution  semblable  de  (  i), 
on  ajoute  l'équation 

on  a  une  substitution  semblable  de 

(  3  )  / 1  H-  .r.j  -f- . . .  -t-  X,-,  —  3",-,^,       -^,"1+2  • 

et  comme,  pour  les  valeurs  considérées  des  oc,  cette  forme  est  nulle, 
on  est  bien  dans  le  cas  du  Chapitre  111.  Les  variables  non  homogènes 
à  introduire  seraient,  par  exemple, 

{  ni  =1,2.  ....  fi  —  i), 


•^71-f-l 


^«—  .^«H-2 

Les/  sont  fonctions  rationnelles  des  .s  ;  les  ;  dépendent  ration- 
nellement des  y  et  de  y/j'i  -f-  ri;  -H  •  •  •  -H  J^f.  —  '  • 

Si  le  groupe  ne  contient  pas  de  substitution  infinitésimale,  la  dis- 
continuité et  l'existence  de  fonctions  auton)orphes  sont  assurées  dans 
le  domaine  principal 

X\Xx^Q-T-  X■^,Xi^^-\-.'.  . -f-  X,iX„^„ —  .r„ +  ,./'„  ,  )   „ —  J"/)  +  2-^«-H2,o  <  O. 


AI'PKNDICK. 

OU.  rn  n'v«-i)ant  aux  y. 

.'  .        'I  —(^1. Kl. <•-+-.»'!>'*.  .'      '  ' 

ce  ilomaiiu' est  plus  va.s-i«' que  (2).  En  (Itlidrs  des  jxiiul»  <lr  ci.  il  c«»u«- 
prt'iid  II'»  p(Mul>  lrl>  fpic 

|.>î-^.'  >'«  -  I  I'  — •  )  i.Ki.o-Hj'î^t,  '.r  1.0— «)*>"' 

ou.  m  |>o>aul  ^'„,  =^'^,,4- M„,.  h-s  |)oiiii-s  IcU  (pi<- 

I  =  \     m  =  \  m    -  \ 

(lotniiH-  (l;iii^  te  flniiiiiiin'  •"'ii+i  lï**  p<'«it  s  aiimilcr,  iioii.s  xtuiino  tri- 
lain  (jur  le  i.idir.il  ^  '  ,  t- •  •  ■ -h .)  ■,*]  —1  M  «•iiip<"tli<'  p;is  les  foncli<»ns 
auloinoijilus  (les  ^  dV'lre  fonclions  uni Junucs  tics  r.  Si  Ton  nivisa- 
geail  Ir  jtrolou^jMncul  anal vliipic  hors  «le  vv  douialue,  il  faudrait,  de 
chaque  suhslilution  >•  inhlahh-  de  (  1),  ou  faire  deux  de  (3),  eu  adjoi- 
gnant suece>si\  «rntiil  hs  ((pialioiis 

ro-laliveinent  à  la  foriiialioii  dr-^  loiiclious  W,  une  rciiiartpic  lait»- 
par  M.  l'ieard,  relativement  au  cas  de  n  =  2,  el  qui  est  générale,  e>l 
ulilf.  J.fs  séries  H  peuvent  étrf  fornices  roinni»'  au  Chapitre  11.  I,c 
dé-terniinani  loiicliounel  e>t  df  la  lornu- 


(^  ""■.•- ) 

^    m-l 
OU  U-x  (i,„  sont  dix  iiuiidircx  icel.x  tels  que 

Oit  irtoiiiiail  iaeileuii-iil  que  ei'  dt'lerniiiiaiil  lourlioiiiirl  lie  dcv  lenl 
pat  iiilini  dans  ( /j  )  ;  il  r^[  m  iHct  .1  peu  |iirx  i\ideiil  (pi  il  siiilit  de  le 
véniirr   pour  un  >>\s|(iiic  p.nt  i<  ului   «le   v.ih-urs  des  il,  par  exruqde 
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or  x„j^i  ne  s'annule  pas  dans  (4).  Cela  étant,  les  théorèmes  généraux 
du  Chapitre  I  suffisent  à  prouver  que  les  séries  0  de  ce  type  con- 
vergent dans  (4). 

Or,  on  a,  selon  la  remarque  de  M.  Picard, 


Y.^ 


Y;l  - 1  = 


y\^.y\ 


■Yn  -  I 


.l'iri.o 

^■yiYi,(i-^.- 

. -^-  1„ 

V„ 

0 —  1 

n 

7,  amyin  — 

««  +  1 

YiY,,o-H  YjYj^u-f-.  .  .-f-  Y„  Y„^o  — I  = 


Comme  les  seconds  membres  tendent  vers  zéro  dans  (4),  quand  on 
considère  les  diverses  substitutions  du  groupe  discontinu,  il  en  est  de 
même  des  premiers  membres,  c'est-à-dire  que  les  points  d'accumula- 
tion sont  les  points  réels  tels  que 


(5) 


J'Î-^J' -2^  ••.  +  .>'/-/=  !■ 


La  convergence  des  séries  0  est  donc  assurée  si  la  fonction  ration- 
nelle H  est  bornée  sur  (5). 

3.  Si,  au  lieu  de  (i),  on  avait  pins  la  forme 

(uj  X  i  -\-  X .,  -H  .  .  .  -H  Xïf_  j  X-^         ^,",-|_  1  , 

avec  deux  carrés  négatifs^  on  aurait  eu  un  groupe  (F)  en  posant  encore 

x,„ 
r,„  =  (m  =  I,  2,  . . .,  n). 

On  se  ramène  encore  au  cas  du  Chapitre  III  en  posant 

n  — 1 
m  =  l 

Le  domaine  principal  sera  donc 


.(7) 


y-  —  v^  ■ 


-+-  2^  y>iiyiii,('—ynyn,o  —  i  <  o. 


Comme  ^«+2  s'annule  dans  ce  domaine,  il  sera  nécessaire  d'adjoindre 


!-•>  U'I'KMMCK. 

à  clia«|uc  Mil)>titiili(in  »(  nilil.iiilc  (Ji>  «(»)  ï.ii(-ressiv<-in<'iit  les  <'(|iialioiis 

•i.  Si  //  .»,  lf>  cas  (1rs  para^ranlio  -  <t  'A  >-i'  i  niiriiiniciit  :  iimis 
sonuiurs  raiiu-né  au  cas  livpcrahrlieii  :  la  (lisronliiinité  el  l'exiilciice 
(lo  ((tiicliun>  autuiiiDrplics,  (|iiaii<i  il  nS'  a  pas  de  siilistiliitiDUs  infiiiiti'-- 
siinalt'S,  sont  asspivrs  dans  tout  l'cspat-r.  sauf  sur  la  niiilliplicilc  i  ru 
rcprrnaul  la  iKitalmn  du  paragraphe  !2  )  : 

l.>'î-+-.>'î— '  |  — '  >  i.)'!."-^  V»K»...— I 

(  )ii  \<  riii  «iiH-  Ifs  sciii's  H  du  |uii  ii:;i  ;i|di('  "1  i  itii\  ir;^(iit  partout  en 
di  Ikus  de  (cltc  luull  iplii  itc,  une  >-fulr  I  rausli  uiual  n  ui  du  i;r<uipf  pou- 
vant avoir  un  dt-trrniinant  lonctionnri  iidini  rn  un  point  doiuu-.  (le 
cas  a  fl»'  traité  par  M.  Picard  sur  un  cM-mpli'  d'ori;^iii»'  aritliiiK'- 
liquc  ['  )'.  les  cxrinj)lcs  de  CO  <;t'nre  sciNeiit  en  ellcl  sounciiI  a  indi- 
quer îles  eireonstaiiees  (Mil  se  nliiMi veiil  dans  les  (•;(«•  le-,  pjus  i;cné- 
rau\. 

r>.  VriiNoiis  maintenant  aux  exeniples  «mi  Ton  soit  du  dnniaine 
|)riiiei|ial. 

I*i>-ii>ius  l;i  liiiMii-  i|niniOii'.  du  t  \  pe  du  (.liaiulrr  III. 

J  ^  .1  :,  ~  J-l  -h  x]    ■      r\ 

••l  eonsi(|crons-(,'n  les  sulis|  il  ul  nuis  sfndd.diles  iillcs  (mic  I  on  ail 

\|i  II  s  M  r,  el  la'  Ifurue  (S  »  si  ml  nids.  lU  le  sniil  aussi  pou  r  les  \  ;iii.ili|es 
traiislorniérs.  Nous  poiiMuis  lutrnduire.  pour  .r,  =  o.  deux  \arialiles 
:  il  Y   en  pos.tnt 

:     "   — • •  f,   — * 

/•  '  / 

d  ou 

Çtj  =  —  x»  :  .r». 

()ii   I  (iiislate  alor'<.    iii    iiiiilani    le    i  aisonni'iiunl  rel.ilit  aii\  ^riiu|ies 
(  '  )  l'iCARO,  Annith-t  tlf  l'ficoir  Xormalr  sii/tcrieiire,  3*  »«-rif .  i    \  \  \  1 1 1 .  lyif»,  p.  3l).V 
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hvperabéliens,  que  l'on  a  des  substitulious  des  deux  types 

«,  />,  c,  (/  étant  quatre  nombres  complexes;  «o?  ^«)  Co,  t^o  leurs  con- 
jugués. Ces  groupes,  qui  ont  été  cités  par  Cotty  ('),  ne  satisfont  pas 
aux  hypothèses  (H).  Si  l'on  suppose  que  \  et  r,  sont  des  variables 
imaginaires  conjuguées,  il  en  est  de  même  des  transformées,  et  l'on 
obtient  les  groupes  à  une  variable  sans  cercle  principal. 

6.  Reprenons  encore  la  forme  quinaire 

(9)  X^X-^-^  X=,.r,^^  x\. 

qui  est  également  du  type  du  Chapitre  III.  Considérons-en  les  subs- 
titutions semblables  telles  qu'on  ait 

Si  nous  nous  bornons  au  cas  où  x>  et  la  forme  (C)  )  sont  nuls,  nous 
pouvons  poser 

ç  =  .rj  :  a?i ,  fx  —  X'^\  X\^  ;'-  =  —  3^5  :  .r  1 . 

On  constate  alors  que  \  et  tj  subissent  des  substitutions  du  type 

a,  6,  c,  (K  A,  B,  C  étant  réels,  elad  —  bc  =  i .  Les  hypothèses  (H)  ne 
sont  encore  pas  satisfaites,  même  si  l'on  se  borne  au  cas  où  \  =■  ±  i . 

(')  Dans  sa  Thèse  cilée  plus  haut. 
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